OCENA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
MGR HANNY CMIEL
,CONTINUITY OF ROOTS AND VALUES FOR VALUED FIELDS”

Badania lokalizacji zer oraz szacowania odleglo$ci miedzy pierwiast-
kami wielomianéw siegaja swoja historig co najmniej do czaséow Cau-
chy’ego. Jednym z zagadnien rozwazanych w tej teorii jest problematy-
ka ciagtosci pierwiastkow. Intuicyjnie czujemy, ze jezeli dwa wielomia-
ny sa ,dostatecznie bliskie”, to ich pierwiastki réwniez powinny lezec¢
,blisko” siebie. Recenzowana rozprawa bada do jakiego stopnia to in-
tuicyjne odczucie sprawdza sie w realiach teorii waluacji, gdy pojecie
bliskosci jest wyrazone za pomoca ultrametryki zadanej waluacja.

Rozprawa sktada sie z szesSciu rozdzialow. Rozdzial pierwszy, zaty-
tutowany ,,Notation and background” ma charakter wytacznie wprowa-
dzajacy. Stuzy gtownie ustaleniu terminologii i notacji stosowanej w
pracy. Rozdziat drugi zawiera wyniki dotyczace ciagtosci pierwiastkow,
ktorych dowody nie wymagaja pojecia tamanej Newtona (wprowadzo-
nego pozniej). W szczegolnosei, autorka dowodzi tu twierdzenia 2.1.3
oraz 2.1.8, ktore sa waluacyjnymi odpowiednikami klasycznej ciagtosci
pierwiastkow. Innym podejsciem do ciggltosci pierwiastkow jest rozwa-
zanie zbieznych ciagow (badz sieci) wielomianéw i odpowiadajacych im
ciggoéw (odpowiednio sieci) pierwiastkow. To podejscie jest rozwazane
w podrozdziale 2.2 (zob. twierdzenia 2.2.2 oraz 2.2.5).

Celem rozdzialu 3. jest wprowadzenie tamanej Newtona, ktore to
pojecie stanowi gtowne narzedzie uzywane w dalszej czedci rozprawy.
Glowne wyniki pracy zostaly zawarte w rozdziatach od 4. do 6. W roz-
dziale 4. autorka wykazala, ze jezeli dwa wielomiany sg dostatecznie
bliskie siebie, to ich lamane Newtona sie czeSciowo pokrywaja (zob.
twierdzenie 4.1.1). Z tego wyniku autorka wyciaga szereg konsekwen-
cji dotyczacych ciaglosci pierwiastkow (zob. twierdzenia 4.1.5, 4.2.2,
4.2.5, 4.2.8 oraz 4.2.9). Nastepie, rozdzial 5. zostal poswiecony ciaglo-
Sci pierwiastkow i biegunow funkcji wymiernych. W ostatnim, széstym
rozdziale autorka czyni kolejny krok wskazujac zastosowania wynikow
uzyskanych w poprzednich rozdziatach rozprawy. Dwa zastosowania
zdecydowanie warte odnotowania to: ,cigglo$é¢ rozktadu” wielomianow
(zob. twierdzenia 6.1.3, 6.2.5) oraz fakt, iz niezmienniki z zakresu teorii
rozgatezienn dla dwoch rozszerzen cial sie pokrywaja, gdy rozszerzenia
te sa wyznaczone przez wielomiany dostatecznie bliskie (zob. twierdze-
nie 6.3.5). Ten ostatni wynik osobiscie uwazam za najbardziej intere-
sujacy w catej rozprawie.

Wiekszos¢ rezultatow rozprawy nie jest zupelnie nowa. Sg to gtow-
nie uogdlnienia i wzmocnienia wcze$niej znanych wynikow. Niemniej
rezultaty te sa ciekawe i istotnie poszerzaja nasza wiedze na temat cia-
glosci pierwiastkow. W szczegolnosci wyniki H. Cmiel sa w wickszosci
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efektywne, w tym sensie, ze zamiast sformutowan w jezyku e—0, twier-
dzenia zawarte w rozprawie podaja konkretne oszacowania na d (por.
np. twierdzenie 2.1.3 oraz [15, Theorem 30.26]). Kolejnym wartym pod-
kreslenia faktem jest to, iz wiekszos¢ z wynikéw w pracy zostata udo-
wodniona bez zalozenia rozdzielczosci rozwazanych wielomianéw, ktore
to zalozenie wystepuje we wezedniejszych pracach. To dowodzi posia-
dania przez autorke szerokiej wiedzy w zakresie teorii waluacji, dobrej
intuicji matematycznej i zdolnosci prowadzenia samodzielnych badan
naukowych.

Rozprawa jest napisana w sposob czytelny. Struktura pracy jest kla-
rowna i logiczna. Autorka wykazuje dojrzalos¢ w zakresie uzywanego
jezyka matematycznego. Szczegdlnie godnym podkreslenia atutem pra-
cy jest spora liczba dobre przemyélanych przyktadow. Stuza one nie
tylko zilustrowaniu poje¢ i twierdzen, ale rowniez — co wazniejsze —
pokazuja znaczenie poszczegélnych zatozen badz fakt, iz pewnych osza-
cowan nie mozna poprawic. Jest to istotny aspekt pracy, gdyz wskazuje
na pewng optymalnosé uzyskanych wynikow.

Drobne zastrzezenia budzi jedynie przyktad 4.2.7. Celem tego przy-
ktadu jest pokazanie, ze oszacowanie v(f — g) w twierdzeniu 4.2.2 nie
moze by¢ poprawiona. Przyktad jest co prawda poprawny, jednakze za-
lezy on od przyjetej umowy dotyczacej wartosci niezmiennika Krasne-
ra dla wielomianéw majacych wytacznie jeden pierwiastek. Niezmien-
nik Krasnera jest waluacyjnym odpowiednikiem minimalnej odlegto-
Sci pierwiastkow wielomianu. Oba te pojecia sa jednoznaczne i dobrze
okreslone, gdy wielomian posiada co najmniej dwa roézne pierwiastki.
Jezeli jednak wielomian posiada tylko jeden pierwiastek, to w klasycz-
nym (tzn. dla zwyktej normy) ujeciu spotyka sie co najmniej trzy rozne
konwencje dotyczace minimalnej odlegtoéci miedzy pierwiastkami. Za-
tem bytoby lepiej gdyby we wzmiankowanym przyktadzie wielomian f
posiadal wiecej niz jeden pierwiastek, gdyz wtedy nie zachodza roz-
bieznosci miedzy réznymi konwencjami.

W opinii nizej podpisanego, najstabsza czescig rozprawy jest rozdziat
5. Uzycie — dosé¢ arbitralnie wybranej — ultrametryki « budzi watpli-
wodci. Ultrametryka ta nie jest w petni naturalna, ani tez nie prowadzi
do na tyle interesujacych wynikéw, ktore by uzasadnialy jej wyboér. W
szczegolnodci, nalezy zauwazy¢, ze wynikow dotyczacych wielomianow
nie daje sie wywnioskowaé z rezultatow dotyczacych funkcji wymier-
nych.

Z obowigzku recenzyjnego nalezy tez wspomnieé¢ o pewnych nieznacz-
nych niedociagnieciach rozprawy. Po pierwsze, czasami autorka uzywa
pewnych pojeé¢ przed ich zdefiniowaniem (np. zbiory ko-finalne sa defi-
niowane na stronie 22 za$ uzywane juz na stronie 9). Nie jest to wiel-
ki problem, gdyz dotyczy to wylacznie poje¢ standardowych i dobrze
znanych. Niemniej, jezeli juz autorka zdecydowata sie dane pojecie de-
finiowac, nalezalo to zrobi¢ przed jego pierwszym uzyciem.
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Po drugie, rownos¢ min;c <, va; = v0;f (zob. str. 12 wiersz -5) jest
ogodlnie falszywa. Jako przyklad rozwazmy ciatlo Q, wielomian f =
2% + 1 oraz waluacje 2-adyczng v. Wowezas dla i = 1 mamy v0, f = 2
podczas gdy min;¢;<sva; = 0. Na szczescie, blad ten nie wpltywa na
poprawno$é¢ catego dowodu, gdyz rownosé ta jest kompletnie zbedna
do dowiedzenia nieréwnosci, ktéra po niej wystepuje.

Nalezy tez zauwazy¢, ze zalozenie w twierdzeniu 2.2.2 (i nastepuja-
cym po nim wniosku 2.2.3), ze wszystkie wielomiany w sieci maja ten
sam stopienn jest prawdopodobnie nadmiarowe. Skoro zaktadamy, ze
sie¢ jest zbiezna, to od pewnego miejsca wielomiany musza juz mieé
stopienn rowny stopniowi granicy.

Podsumowujac, moja opinia na temat recenzowanej rozprawy jest
jednoznacznie pozytywna. Jak wykazano wyzej praca zawiera szereg
istotnych wynikéw matematycznych. Stwierdzam zatem, iz rozprawa
doktorska mgr Hanny Cmiel stanowi oryginalne rozwigzanie proble-
mu naukowego w rozumieniu Art. 187, pkt. 2 Ustawy z dnia 20 lipca
2018r. Prawo o szkolnictwie wyzszym 1 nauce. Rozprawa wskazuje na
posiadanie przez autorke ogolnej wiedzy teoretycznej w dyscyplinie ma-
tematyka oraz umiejetnosé prowadzenia samodzielnej pracy naukowej.
W opinii nizej podpisanego, rozprawa spelnia zwyczajowe i ustawo-
we wymogi stawiane pracom doktorskim. W zwigzku z powyzszym
wnosze o dopuszczenie mgr Hanny Cmiel do dalszych etapow
postepowania w sprawie nadania stopnia doktora.

Przemystaw Koprowski
Katowice, 17 maja 2022 [



