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Praca doktorska dotyczy teorii modeli ciaª z waluacj¡ z punktu widzenia teorii hiper-
ciaª (z waluacj¡). Poj¦cie hiperciaªa uogólnia poj¦cie ciaªa poprzez dopuszczenie jako
warto±ci dodawania dowolnych niepustych zbiorów a nie jedynie singletonów. Krasner
wprowadziª to poj¦cie w 1957. roku maj¡c na my±li dokªadnie ciaªa z waluacj¡.

Teoria modeli ciaª z waluacj¡ byªa rozwa»ana od 60 lat i ma ona wiele zastosowa«, dla
przykªadu: wyniki Denefa (wymierno±¢ pewnych szeregów Poincaré) i wyniki Hrushovskie-
go (caªkowanie motywiczne, niestandardowy Frobenius). Praca doktorska dotyczy re-
latywnej eliminacji kwanty�katorów w kontek±cie ciaª z waluacj¡. Rozwa»anie te maj¡
równie» dªug¡ histori¦ zaczynaj¡c od prac Axa-Kochena i Ershova, pó¹niej Macintyre'a
(�power predicates�), Pasa (�angular component map�), Basaraba (�mixed structures�),
Kuhlmanna (�amc structures�) i Flennera (�RV-structures�).

Praca ta ma pi¦¢ rozdziaªów i dwa dodatki, które s¡ omówione poni»ej, gdzie równie»
opisuj¦ gªówne rezultaty pracy.

W rozdziale pierwszym zawarty jest zwi¦zªy wst¦p do teorio-modelowych metod, które
s¡ pó¹niej potrzebne w pracy. S¡ tu równie» wprowadzone j¦zyki pierwszego rz¦du, które
s¡ potrzebne pó¹niej w kontek±cie hiperciaª (z waluacj¡). Ternarny symbol relacyjny jest
tu wybrany aby opisa¢ wielowarto±ciowe dodawanie o czym napisz¦ wi¦cej w kolejnym
akapicie.

W rozdziale drugim zawarta jest algebraiczna teoria hiperciaª. Jedn¡ z ró»nic pomi¦dzy
klasycznymi strukturami algebraicznymi a hiperstrukturami jest to, »e w przypadku hiper-
struktur trzeba wybra¢ pomi¦dzy poj¦ciami �podzbioru� i �równo±ci� staraj¡c si¦ znale¹¢
wªa±ciwe de�nicje (to rozró»nienie rzecz jasna znika w przypadku singletonów). Dlatego
te» jest wiele wersji aksjomatów hipergrup czy te» hiperpier±cieni w literaturze i trzeba
uwa»nie wybra¢ �wªa±ciwe� wersje, co udaje si¦ autorowi. Podobne problemy pojawiaj¡
si¦ rozwa»aj¡c poj¦cie mor�zmu i, jak autor sªusznie zauwa»a, równo±¢ (jak w aksjomacie
(HH3�) na stronie 28) byªaby zªym wyborem tutaj, poniewa» w nasyconym hiperciele
dodawanie miaªoby bardzo du»e zbiory warto±ci, tak wi¦c maª¦ hiperciaªa nie zanurza-
ªyby si¦ w model nasycony, co byªoby sytuacj¡ dziwn¡ i niepo»¡dan¡. Gªówn¡ naturaln¡
konstrukcj¡ hiperciaª s¡ multyplikatywne ilorazy ciaª. �adne inne konstrukcje hiperciaª
nie pojawiaj¡ si¦ w tej rozprawie doktorskiej.

W trzecim rozdziale pojawiaj¡ si¦ zwi¡zki pomi¦dzy ciaªami z waluacj¡ oraz alge-
braicznymi hiperstrukturami opisanymi w rozdziale drugim. Do ka»dego ciaªa z walu-
acj¡ przypisany jest system odwrotny hiperciaª z waluacj¡ i te hiperciaªa pochodz¡ od
pewnych multyplikatwynych ilorazów opisanych w rozdziale drugim. Z punktu widzenia
teorii modeli, wybór symbolu relacyjnego dla hiperdziaªania ma nast¦puj¡cy sªaby punkt:
teorio-modelowe podstruktury dopuszczaj¡ puste warto±ci hiperdziaªania, tak wi¦c nie

musz¡ one by¢ algebraicznymi podstrukturami. Ten problem wydaje si¦ niemo»liwy do
przezwyci¦»enia, ale poza tym autorowi udaªo si¦ znale¹¢ klas¦ hiperciaª gdzie teorio-
modelowe podstruktury, które speªniaj¡ powy»sze zaªo»enie �niepusto±ci�, s¡ hiperciaªami
(Twierdzenie 3.29). Kluczow¡ wªasno±ci¡ tej szczególnej klasy hiperciaª jest to, »e zbiory
warto±ci dodawania s¡ ultrametrycznymi kulami, tak wi¦c �niepusty przekrój� staje si¦
�inkluzj¡� i to wªa±nie daje teorio-modelowe uproszczenie opisane powy»ej.
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W czwartym rozdziale znajduje si¦ bardziej szczegóªowa analiza zwi¡zków pomi¦dzy
hiperciaªami z waluacj¡ zwi¡zanymi z ciaªami z waluacj¡ a strukturami, o których byªa
mowa powy»ej: �RV-structures�, �amc structures� i �angular component maps�. Do-
datkowo, pier±cienie z gradacj¡ s¡ tu równie» rozwa»ane w powy»szym kontek±cie. Wszys-
tko to jest potrzebne do teorio-modelowych zastosowa«, które znajduj¡ si¦ w nast¦pnym
(i ostatnim) rozdziale pracy.

Pi¡ty rozdziaª zawiera gªówne rezultaty pracy, które dotycz¡ relatywnej eliminacji
kwanty�katorów dla henselowskich ciaª z waluacj¡ charakterystyki 0. Twierdzenie 5.5 jest
ogólnym wynikiem tªumacz¡cym twierdzenie Kuhlmanna o eliminacji kwanty�katorów na
poj¦cia zwi¡zane z hiperciaªami z waluacj¡. U»ywaj¡c Twierdzenia 5.5, autor dowodzi w
Twierdzeniu 5.11 relatywn¡ eliminacj¦ kwanty�katorów dla henselowskich ciaª z waluacj¡
�equicharakterystyki 0� wzgl¦dem jednego hiperciaªa z waluacj¡. W przypadku �charak-
terystyki mieszanej�, Wniosek 5.32 daje relatywn¡ eliminacj¦ kwanty�katorów wzgl¦dem
niesko«czenie wielu hiperciaª z waluacj¡.

Ta rozprawa doktorska ma poprawny ukªad i jest w wi¦kszo±ci dobrze napisana. Mam
wci¡» kilka sugestii i uwag, które s¡ poni»ej.

1. Wolaªbym aby gªówne wyniki pracy byªy wyra¹nie wypisane we wst¦pie wraz z
dokªadnym opisem, które z tych rezultatów zostaªy samodzielnie uzyskane przez
autora, a które powstaªy we wspóªpracy z innymi matematykami.

2. page 4: Nie sªyszaªem o poj¦ciu �strict morphism� w kontek±cie teorii modeli. Sk¡d
to poj¦cie pochodzi?

3. Wolaªbym aby w Rozdziale 2.1 byªo wi¦cej przykªadów hiperciaª (nie ma »ad-
nych poza konstrukcj¡ multyplikatywnych ilorazów oraz 3-elementowego hiperciaªa
z Przykªadu 2.10) zamiast szczegóªowych i niezbyt skomplikowanych dowodów.

4. page 55: �one cannot ensure that associativity...�: czy s¡ tu kontrprzykªady, czy jest
to jedynie wra»enie autora, »e �one cannot�?

5. page 83, Rozwa»ania na temat pier±cieni z gradacj¡ w kontek±cie teorii modeli:
Nie do ko«ca rozumiem pierwszy akapit tutaj. Najpierw autor rozwa»a pier±cienie
z gradacj¡ w j¦zyku zawieraj¡cym unarny symbol relacyjny (w szczególno±ci, ten
j¦zyk nie jest j¦zykiem pier±cieni Lr), a potem autor konkluduje, »e �an Lr-theory

whose models are exactly graded rings does not exist�. Poza tym, »e j¦zyki si¦ nie
zgadzaj¡, odnosz¦ wra»enie »e autor tutaj mo»e myli¢ niemo»no±¢ udowodnienia

danej wªasno±ci z udowodnieniem negacji tej»e wªasno±ci.

6. De�nition 5.1. Nie s¡dz¦ aby ta de�nicja byªa w ostatecznej, wªa±ciwej formie.
Komentarze na ten temat s¡ poni»ej.

(a) Czy A′ zale»y od i? Kolejno±¢ kwanty�kowania sugeruje, »e tak, ale notacja
sugeruje, »e nie.

(b) Wªasno±¢ (TR) nie wydaje si¦ by¢ cz¦±ci¡ de�nicji, wygl¡da ona raczej na
warunek do speªnienia aby zapewni¢ relatywn¡ podstrukturaln¡ zupeªno±¢. Dla
przykªadu, je±li A′ zale»y od i i je±li A =

⋃
i A

′
i, to wtedy wydaje si¦ »e wªasno±¢

(TR) implikuje relatywn¡ podstrukturaln¡ zupeªno±¢.

(c) �adne konkretne przykªady nie pojawiaj¡ si¦ w pracy co do sytuacji w której ta
de�nicja byªaby u»ywana, na przykªad: nie zauwa»yªem »adnej konkretyzacji
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czym �A′� z De�nicji 5.1 mogªoby by¢ w rozwa»anych sytuacjach. W szczegól-
no±ci, s¡dz¦ »e warto byªoby opisa¢ dokªadnie u»ycie De�nicji 5.1 w kontek±cie
Wniosku 5.32.

7. Lematy 5.2 i 5.4: Oba rezultaty wynikaj¡ w ªatwy sposób z lematu �osia, z którego
dostajemy nast¦puj¡c¡ ogóln¡ wªasno±¢:
�De�niowalne konstruckcje s¡ przemienne z braniem ultraproduktów �.
Opisz¦ pokrótce t¦ wªasno±¢ na przykªadzie relacji równowa»no±ci. B¦d¦ oznaczaª
przez (Mi)U ultraprodukt struktur (Mi)i∈I wzgl¦dem ultra�ltru U na zbiorze I. Je±li
Ri s¡ de�niowalnymi relacjami równowa»no±ci na Mi, to mamy naturalny izomor-
�zm:

(Mi/Ri)U
∼= (Mi)U/(Ri)U ,

poniewa» dla ka»dych ci¡gów (mi,m
′
i ∈Mi)i∈I mamy:

{i ∈ I | Mi |= Ri (mi,m
′
i)} ∈ U i� (Mi)U |= (Ri)U ((mi)U , (m

′
i)U)

u»ywaj¡c lematu �osia. Tak wi¦c s¡dz¦, »e dowody Lematów 5.2 i 5.4 powtarzaj¡
dowód (pewnych szczególnych przypadków) lematu �osia.

8. Dodatek B: Wolaªbym mie¢ tutaj peªne sformuªowanie na temat uniwersalno±ci
teorii hiperciaª w kontek±cie hiperciaª pojawiaj¡cych si¦ we Wniosku B.2. Zapewne
takie sformuªowanie wygl¡daªoby nast¦puj¡co:
�Wszystkie aksjomaty s¡ uniwersalne poza: ∀x, y∃zr+(x, y; z)�.

Moje powy»sze komentarze dotycz¡ jedynie formy prezentacji i nie maj¡ wpªywu na os-
tateczn¡ ocen¦ pracy, która jest poni»ej.

Konkluzja

Uwa»am, »e ta rozprawa doktorska prezentuje ogóln¡ wiedz¦ teoretyczn¡ kandydata w
dyscyplinie matematyka oraz umiej¦tno±¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej.
Podsumowuj¡c, przedªo»ona rozprawa speªnia wymogi ustawowe i wnosz¦ o

jej przyj¦cie oraz dopuszczenie mgr. Alessandro Linzi do dalszych etapów

post¦powania doktorskiego.

Prof. dr hab. Piotr Kowalski
Instytut Matematyczny
Uniwersytetu Wrocªawskiego
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