Recenzja pracy doktorskiej
Algebraic hyperstructures in the model theory of valued fields
przedstawionej przez mgr. Alessandro Linzi

Praca doktorska dotyczy teorii modeli cial z waluacja z punktu widzenia teorii hiper-
ciat (z waluacja). Pojecie hiperciala uogoélnia pojecie ciala poprzez dopuszczenie jako
wartoéci dodawania dowolnych niepustych zbioréw a nie jedynie singletonéow. Krasner
wprowadzil to pojecie w 1957. roku majac na mysli doktadnie ciata z waluacja.

Teoria modeli cial z waluacja byla rozwazana od 60 lat i ma ona wiele zastosowan, dla
przyktadu: wyniki Denefa (wymierno$¢ pewnych szeregow Poincaré) i wyniki Hrushovskie-
go (calkowanie motywiczne, niestandardowy Frobenius). Praca doktorska dotyczy re-
latywnej eliminacji kwantyfikatoréw w kontekscie cial z waluacja. Rozwazanie te maja
rowniez dhugg historie zaczynajac od prac Axa-Kochena i Ershova, pozniej Macintyre’a
(“power predicates”), Pasa (“angular component map”), Basaraba (“mixed structures”),
Kuhlmanna (“amc structures”) i Flennera (“RV-structures”).

Praca ta ma pie¢ rozdzialow i dwa dodatki, ktore sa omowione ponizej, gdzie rowniez
opisuje glowne rezultaty pracy.

W rozdziale pierwszym zawarty jest zwiezty wstep do teorio-modelowych metod, ktore
s3 pOzniej potrzebne w pracy. Sa tu rowniez wprowadzone jezyki pierwszego rzedu, ktore
sa potrzebne pozniej w kontekscie hiperciat (z waluacja). Ternarny symbol relacyjny jest
tu wybrany aby opisa¢ wielowartosciowe dodawanie o czym napisze wiecej w kolejnym
akapicie.

W rozdziale drugim zawarta jest algebraiczna teoria hipercial. Jedng z réznic pomiedzy
klasycznymi strukturami algebraicznymi a hiperstrukturami jest to, ze w przypadku hiper-
struktur trzeba wybra¢ pomiedzy pojeciami ,podzbioru” i ,rownosci” starajac si¢ znalezc¢
wlasciwe definicje (to rozréznienie rzecz jasna znika w przypadku singletonow). Dlatego
tez jest wiele wersji aksjomatow hipergrup czy tez hiperpierscieni w literaturze i trzeba
uwaznie wybra¢ ,wtasciwe” wersje, co udaje sie autorowi. Podobne problemy pojawiaja
sie rozwazajac pojecie morfizmu i, jak autor stusznie zauwaza, rownos¢ (jak w aksjomacie
(HH3”) na stronie 28) bytaby zlym wyborem tutaj, poniewaz w nasyconym hiperciele
dodawanie miatoby bardzo duze zbiory wartosci, tak wiec mate hiperciala nie zanurza-
lyby sie w model nasycony, co byloby sytuacja dziwna i niepozadana. Gléwna naturalna
konstrukeja hipercial sa multyplikatywne ilorazy cial. Zadne inne konstrukcje hipercial
nie pojawiaja sie w tej rozprawie doktorskiej.

W trzecim rozdziale pojawiaja si¢ zwiazki pomiedzy ciatami z waluacja oraz alge-
braicznymi hiperstrukturami opisanymi w rozdziale drugim. Do kazdego ciala z walu-
acja przypisany jest system odwrotny hipercial z waluacja i te hiperciata pochodza od
pewnych multyplikatwynych ilorazéw opisanych w rozdziale drugim. Z punktu widzenia
teorii modeli, wybor symbolu relacyjnego dla hiperdziatania ma nastepujacy staby punkt:
teorio-modelowe podstruktury dopuszczaja puste wartosci hiperdziatania, tak wiec nie
muszg one by¢ algebraicznymi podstrukturami. Ten problem wydaje sie niemozliwy do
przezwyciezenia, ale poza tym autorowi udato sie znalezé klase hipercial gdzie teorio-
modelowe podstruktury, ktore spetniajg powyzsze zalozenie ,niepustosci”, sa hipercialami
(Twierdzenie 3.29). Kluczowa wlasnoscia tej szczegolnej klasy hipercial jest to, ze zbiory
warto$ci dodawania sg ultrametrycznymi kulami, tak wiec ,niepusty przekroj” staje sie
sinkluzja” i to wtasnie daje teorio-modelowe uproszczenie opisane powyzej.



W czwartym rozdziale znajduje sie bardziej szczegdlowa analiza zwiazkéw pomiedzy
hiperciatami z waluacja zwigzanymi z ciatami z waluacja a strukturami, o ktorych byla
mowa powyzej: ,RV-structures”, ,amc structures” i ,angular component maps”. Do-
datkowo, pierscienie z gradacja sa tu rOwniez rozwazane w powyzszym kontekscie. Wszys-
tko to jest potrzebne do teorio-modelowych zastosowan, ktore znajduja sie w nastepnym
(i ostatnim) rozdziale pracy.

Piaty rozdzial zawiera gtowne rezultaty pracy, ktore dotycza relatywnej eliminacji
kwantyfikatorow dla henselowskich cial z waluacja charakterystyki 0. Twierdzenie 5.5 jest
og6lnym wynikiem ttumaczacym twierdzenie Kuhlmanna o eliminacji kwantyfikatoréw na
pojecia zwigzane z hiperciatami z waluacja. Uzywajac Twierdzenia 5.5, autor dowodzi w
Twierdzeniu 5.11 relatywna eliminacje kwantyfikatoréw dla henselowskich ciat z waluacja
sequicharakterystyki 0”7 wzgledem jednego hiperciata z waluacja. W przypadku ,charak-
terystyki mieszanej”, Wniosek 5.32 daje relatywna eliminacje kwantyfikatorow wzgledem
nieskonczenie wielu hipercial z waluacja.

Ta rozprawa doktorska ma poprawny uktad i jest w wiekszo$ci dobrze napisana. Mam
wciaz kilka sugestii i uwag, ktére sa ponizej.

1. Wolatbym aby gtéwne wyniki pracy byly wyraznie wypisane we wstepie wraz z
doktadnym opisem, ktére z tych rezultatow zostaly samodzielnie uzyskane przez
autora, a ktore powstaly we wspotpracy z innymi matematykami.

2. page 4: Nie styszatem o pojeciu ,,strict morphism” w kontekscie teorii modeli. Skad
to pojecie pochodzi?

3. Wolatbym aby w Rozdziale 2.1 bylo wiecej przyktadéow hipercial (nie ma zad-
nych poza konstrukcja multyplikatywnych ilorazéw oraz 3-elementowego hiperciata
z Przykladu 2.10) zamiast szczegétowych i niezbyt skomplikowanych dowodéw.

?

4. page 55: ,one cannot ensure that associativity...”
to jedynie wrazenie autora, ze ,,one cannot”?

czy s tu kontrprzyktady, czy jest

5. page 83, Rozwazania na temat pierscieni z gradacja w kontekscie teorii modeli:
Nie do korica rozumiem pierwszy akapit tutaj. Najpierw autor rozwaza pierscienie
z gradacja w jezyku zawierajacym unarny symbol relacyjny (w szczegdlnosci, ten
jezyk nie jest jezykiem pierdcieni L£,), a potem autor konkluduje, ze ,an L,-theory
whose models are exactly graded rings does not exist”. Poza tym, ze jezyki sie nie
zgadzaja, odnosze wrazenie ze autor tutaj moze myli¢ niemoznosé udowodnienia
danej wtasnosci z udowodnieniem negacji tejze wltasnosci.

6. Definition 5.1. Nie sadze aby ta definicja byla w ostatecznej, wtasciwej formie.
Komentarze na ten temat sa ponizej.

(a) Czy A’ zalezy od i? Kolejnos¢ kwantyfikowania sugeruje, ze tak, ale notacja
sugeruje, ze nie.

(b) Wtasnos¢ (TR) nie wydaje sie byé¢ czescig definicji, wyglada ona raczej na
warunek do spetnienia aby zapewni¢ relatywna podstrukturalng zupetnosé. Dla
przykladu, jesli A’ zalezy od i ijesli A = J, A}, to wtedy wydaje sie ze wlasnosé
(TR) implikuje relatywna podstrukturalng zupemosé.

(c) Zadne konkretne przyktady nie pojawiaja sie w pracy co do sytuacji w ktorej ta
definicja bytaby uzywana, na przyktad: nie zauwazylem zadnej konkretyzacji



czym , A" 7 Definicji 5.1 mogtoby by¢ w rozwazanych sytuacjach. W szczegol-
nosci, sadze ze warto byloby opisa¢ dokladnie uzycie Definicji 5.1 w kontekscie
Whniosku 5.32.

7. Lematy 5.2 1 5.4: Oba rezultaty wynikaja w latwy sposob z lematu Losia, z ktorego
dostajemy nastepujgca ogblna wiasnoscé:
, Defintowalne konstruckcje sqg przemienne z braniem ultraproduktow”.
Opisze pokrotce te wlasnosé na przyktadzie relacji rownowaznosci. Bede oznaczat
przez (M;)y ultraprodukt struktur (M;);cr wzgledem ultrafiltru U na zbiorze 1. Jesli
R; sa definiowalnymi relacjami réwnowaznosci na M;, to mamy naturalny izomor-
fizm:

(Mi/Ri)yy = (Mi)u/(Ri)us

poniewaz dla kazdych ciagow (m;, m, € M;);c; mamy:
{iel| Ml Ri(myymi)t et it (Mi)u b= (R)u ((ma)u, (mi)u)

uzywajac lematu Losia. Tak wiec sadze, ze dowody Lematow 5.2 i 5.4 powtarzaja
dowod (pewnych szczegolnych przypadkow) lematu Losia.

8. Dodatek B: Wolalbym mie¢ tutaj pelne sformutowanie na temat uniwersalnosci
teorii hipercial w kontekscie hiperciat pojawiajacych sie¢ we Wniosku B.2. Zapewne
takie sformutowanie wygladatoby nastepujaco:

» Wszystkie aksjomaty sq uniwersalne poza: Yx,y3zr, (x,y; z)".

Moje powyzsze komentarze dotycza jedynie formy prezentacji i nie maja wplywu na os-
tateczna ocene pracy, ktora jest ponizej.

Konkluzja

Uwazam, ze ta rozprawa doktorska prezentuje ogolng wiedze teoretyczna kandydata w
dyscyplinie matematyka oraz umiejetno$¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej.
Podsumowujac, przedlozona rozprawa spelnia wymogi ustawowe i wnosze o
jej przyjecie oraz dopuszczenie mgr. Alessandro Linzi do dalszych etapéw
postepowania doktorskiego.
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