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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Od zeta funkcji Hasse-Weila do dynamicznych zeta funkcji

Celem niniejszego paragrafu jest oméwienienie pochodzenia dynamicznych zeta funkcji.
Z jednej strony sa one czgScig teorii uktadéw dynamicznych, z drugiej zas - sa Scisle

powiazane z geometrig algebraiczna, teorig liczb, topologia i mechanika statystyczna.

Rozwazmy nieosobliwg algebraiczng rozmaito$¢ rzutowa V' wymiaru n nad skonczo-
nym g-elementowym cialem k. Oznacza to, ze V' jest zdefiniowana przez jednorodne réw-
nania wielomianowe m + 1 zmiennych xg, x4, ..., ,, 0 rozwigzaniach znajdujacych si¢ w
algebraicznym domknigciu & ciata k o wspétczynnikach z k. Zmienne te sa wspétrzednymi
jednorodnymi punktéw z V. Rozmaito$¢ V' jest niezmiennicza ze wzgledu na odwzorowa-
nie Frobeniusa

F. V=V

(X0, X1, ooy T) = (2, 28, .. 22).
Badania odwzorowania Frobeniusa doprowadzily Hassego i Weila do zdefiniowania
funkc;ji zliczajacej punkty V' o wspotrzednych lezacych w réznych skoficzonych rozszerze-

niach ciala k. Sa to jednoczesnie takie punkty V', ktére sa punktami staltymi iteracji F™ dla
pewnego n > 1. Zeta funkcja Hasse—Weila zostata zdefiniowana nastgpujaco

((2,V) = exp (i Wzn) |

n=1 n



Zauwazmy, ze funkcja ta moze by¢ zapisana za pomoca iloczynu Eulera

1
C(Z,V) :H1_2#77

Y

indeksowanego przez wszystkie pierwotne orbity v odwzorowania F'. Dla poréwnania,

iloczyn Eulera dla zeta funkcji Riemanna jest wyrazeniem postaci

Cs) =]

P L—p=

Zauwazmy, ze z jednej strony zeta funkcja Hasse—Weila ((z, V') jest funkcja wymierna

spelniajaca réwnanie funkcyjne i
2m 141
C('Zv V) = H Pl(z)(il) )
=0

gdzie warto$¢ bezwzgledna miejsc zerowych wielomianu Pj(z) wynosi ¢~/? a z drugiej
strony wielomian ten ma interpretacj¢ kohomologiczna. Mianowicie, jest on wielomia-
nem charakterystycznym stowarzyszonym z indukowanym dziataniem odwzorowania Fro-

beniusa na kohomologii etalne]

P(z) = det(1 — z - F*|H (V).

1.2 Dynamiczne zeta funkcje

Zainspirowani zeta funkcja Hasse—Weila, Artin i Mazur zdefiniowali zeta funkcjg¢ ciaglego
odwzorowania f : X — X przestrzeni topologicznej X nastgpujaco

Fy(z) = exp (i F(fn)zn) ,

1 n

gdzie F'(f™) oznacza liczbg izolowanych punktéw statych f.

Artin 1 Mazur udowodnili, ze dla ggstego zbioru przestrzeni gtadkich odwzorowan
zwartej gladkiej rozmaitosci w siebie zeta funkcja Artina—Mazura Fy(z) ma dodatni
promien zbieznoSci. Nastgpnie, wykorzystujac wyniki uzyskane przez Williamsa i
Guckenheimera, Manning [40] udowodnit wymierno$¢ funkcji zeta Artina—Mazura dla

dyfeomorfizméw gtadkiej zwartej rozmaitosci spelniajacych aksjomat A Smale’a. Z
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drugiej strony istniejg takze odwzorowania, dla ktérych zeta funkcja Artina—Mazura
jest przestepna [7]. Funkcja ta zostata réwniez uzyta do zliczania punktéw okresowych
kawatkami monotonicznych odwzorowan przedziatu przez Milnora i Thurstona [45]. Zeta
funkcja Artina—Mazura ma szczegdlne znaczenie historyczne, poniewaz jest pierwsza zeta

funkcja dyskretnego uktadu dynamicznego.

Kolejna dynamiczng zeta funkcja jest funkcja zdefiniowana przez Smale’a [54]. Jest to

zeta funkcja Lefschetza dyskretnego uktadu dynamicznego

i) = e (32 1),

gdzie
dim X
LU = 3 (1)t | £ s H(X,Q) = Hi(X,Q)
k=0

jest liczbg Lefschetza odwzorowania f", za$ f,; jest homomorfizmem indukowanym na
grupie homologii singularnych Hy (X, Q). Smale rozwazat zeta funkcje¢ Lefschetza dy-
feomorfizmu zwartej rozmaitosci, ale jest ona dobrze zdefiniowana takze dla dowolnego
ciaglego odwzorowania zwartego wieloscianu X. Zeta funkcja Lefschetza jest funkcja wy-
mierng i zadaje si¢ wzorem

dim X

_ H det ([ — fur- Z)(—l)k+1'
k=0

Zauwazmy, ze wymienione wyzej funkcje sa analogonami zeta funkcji Hasse—Weila.
W trakcie badafi nad mechanika statystyczna Ruelle [50] zdefiniowat kolejne uogdlnienie
zeta funkcji Artina—Mazura jako funkcje¢ zliczajaca punkty okresowe odwzorowania wraz

Z przypisanymi im wagami w nastg¢pujacy sposob

z€Fix(f") k=0

Fi(z _exp<z > Hgfk )

gdzie g : X — C jest funkcja wagi. Oczywiscie jesli ¢ = 1, to otrzymamy zeta funkcje
Artina—Mazura F(z).



1.3 Dynamiczne zeta funkcje a teoria Nielsena—Reidemeistera punktu

statego

W przeciwienstwie do zeta funkcji Artina—Mazura, ktéra liczy punkty okresowe od-
wzorowania f geometrycznie, zeta funkcja Lefschetza robi to algebraicznie. Mozna
jednak takze zlicza¢ punkty state odwzorowania ", n > 1 w sposéb zaproponowany

przez Nielsena i Reidemeistera oparty na wykorzystaniu grupy podstawowej przestrzeni X .

Niech f : X — X bedzie odwzorowaniem ciagtym przestrzeni topologicznej X
posiadajacej nakrycie uniwersalne p : X — X, za$ f : X — X niech bedzie podnie-
sieniem odwzorowania f, tj. p o f = f o p. Dwa podniesienia f oraz f’ nazywamy
sprzeZonymi, jesli istnieje przesunigcie nakrycia «y takie, ze f’ = 7o f o 71, Podzbiér
p(Fiz(f)) C Fiz(f) nazywamy klasq punktu statego odwzorowania f wyznaczong
przez klase podniesienia [f]. Klase punktu stalego nazywamy istomg, jesli jej indeks
topologiczny jest niezerowy. Liczbge wszystkich klas podniesienia f (rozumiang takze
jako liczbe klas punktéw statych) nazywamy liczhq Reidemeistera odwzorowania f i
oznaczamy przez R(f). Jest to dodatnia liczba catkowita lub nieskonczonos$¢. Z kolei
liczbe klas istotnych punktéw statych nazywamy liczbq Nielsena odwzorowania f i
oznaczamy przez N(f). Liczba Nielsena jest zawsze skoficzona. Zaréwno R(f), jak i

N(f) sa niezmiennikami homotopijnymi.

W kategorii zwartych spdjnych wieloSciandw liczba Nielsena odwzorowania jest réwna
najmniejszej liczbie punktow stalych odwzorowan o takim samym typie homotopijnym
jak f. W teorii punktéw statych Nielsena—Reidemeistera gléwnymi obiektami badan sa

liczby Nielsena i Reidemeistera.

Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem grupy G. Dwa elementy o, € G
nazywamy ¢ — sprzezonymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element v € G taki,
ze o/ = yap(y)~l. Liczbe klas ¢-sprzezonosci nazywamy liczhbq Reidemeistera endo-
morfizmu ¢ i oznaczamy przez R(¢). Liczba Reidemeistera ciagtego odwzorowania f
jest réwna liczbie Reidemeistera (tj. liczbie klas skrgconej sprz¢zonosci) indukowanego

endomorfizmu f, grupy podstawowej przestrzeni X, tzn. R(f) = R(f.).



W [15, 16, 17, 18] A. Fel’shtyn wprowadzit nowe dynamiczne zeta funkcje zwigzane
z teoria punktow statych Nielsena—Reidemeistera. Byly to zeta funkcja Nielsena N¢(z)
odwzorowania f przestrzeni X

Nyt e (3 M)

n=1 n

zeta funkcja Reidemeistera R (z) odwzorowania f przestrzeni X

fy(e) = o (32 T )

n=1 n

oraz zeta funkcja Reidemeistera R(z) endomorfizmu ¢ grupy G.

o R n
Ry(z) = exp (Z wz”) :
n=1 n
Za kazdym razem, gdy bedziemy rozwazaC zeta funkcje Reidemeistera odwzorowania

f lub endomorfizmu ¢, to bedziemy zaktadaé, ze R(f") < oo oraz R(¢") < oo dla
wszystkich n > 0. Endomorfizmy o takiej wlasnosci nazywac bedziemy oswojonymi.

Sposréd zagadnien zwiazanych z badaniem wiasnosci zeta funkcji Nielsena i Reide-
meistera mozemy wyr6zni¢ kilka szczegdlnie interesujacych nas probleméw. Dla jakich
przestrzeni lub grup oraz ich odwzorowan zeta funkcje Reidemeistera 1 Nielsena sg wy-

mierne? Czy i kiedy spetniaja rownanie funkcyjne? Czy sa one funkcjami algebraicznymi?

W [15] zostato udowodnione, ze zeta funkcja Nielsena ma dodatni promien zbieznosci
i wyprowadzono dla niego dokladne oszacowanie za pomoca topologicznej entropii od-
wzorowania. Z kolei w [48] wykazano, ze zeta funkcja Nielsena zachowujacego orientacje
homeomorfizmu powierzchni zwartej jest albo wymierna, albo jest pierwiastkiem z funkcji
wymiernej. W tej samej pracy wykazano réwniez, ze dla okresowego odwzorowania
dowolnego zwartego wieloScianu, zeta funkcja Nielsena jest pierwiastkiem z funkcji

wymiernej.

Warto zaznaczyC, ze rezultaty dotyczace zeta funkcji Reidemeistera endomorfizmu
grupy Rs(z) stanowia algebraiczne podstawy do badan dotyczacych zeta funkcji Re-
idemeistera Ry(z) i zeta funkcji Nielsena Ny(z) ciaglego odwzorowania przestrzeni
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topologicznej. W przypadku, gdy zeta funkcja Reidemeistera jest funkcja wymierna, to
nieskonczony ciag wspétczynnikéw tworzacego ja szeregu potggowego jest zdefiniowany
przez skonczony zbidr jej miejsc zerowych i biegunéw. W [18] badano wiasciowosci zeta
funkcji Reidemeistera endomorfizmu rozszerzenia grupy GG. Wymierno$¢ zeta funkcji
Reidemeistera R, (%) zostata udowodniona w pewnych sytuacjach. W [18, 19, 20, 22, 36]
wykazano ja dla grup skonczonych, grup bgdacych suma prosta grupy skorczonej i
skoficzenie generowanej wolnej grupy abelowej, dla skoriczenie generowanych bez-
torsyjnych grup nilpotentnych a takze dla endomorfizméw ¢ skoficzenie generowanej
grupy G o takiej wtasnosci, ze podgrupa ¢™(G) jest przemienna dla pewnego n > 1.
W [57] wymierno$¢ zeta funkcji Reidemeistera udowodniono dla endomorfizméw grupy
podstawowej infra-nilrozmaitoSci spetniajacej pewne dodatkowe warunki. Rezultat ten
zostal wzmocniony w [10] i wymierno§¢ R,(z) wykazano dla endomorfizméw grupy
podstawowej dowolnej infra-nilrozmaitosci. W [24] wymierno$¢ R, (z) udowodniono dla
endomorfizméw grupy podstawowej infra-solvrozmaitosci typu (R). W [11] wykazano ja
dla automorfizméw grup krystalograficznych z holonomia diagonalng Z/27Z oraz auto-
morfizméw grup prawie krystalograficznych az do wymiaru 3. W [55] wymiernos¢ zeta
funkcji Reidemeistera zostata udowodniona dla prawostronnych przesunig¢é nieabelowe;j
nieskoniczenie generowanej grupy torsyjnej G = @,z I}, gdzie F; = F, zaS F jest
skoniczona grupa nieabelowa. Z kolei w [19] zostaly sformulowane warunki, jakie sa
wystarczajace na to, aby zeta funkcja Nielsena mogta by¢ utozsamiona z zeta funkcja
Reidemeistera 1 tym samym byta funkcja wymierna spelniajaca réwnanie funkcyjne.
Zastosowanie tego rezultatu pozwolilo wyznaczy¢ wzory na zeta funkcje Nielsena i
Reidemeistera dowolnych odwzorowan przestrzeni soczewkowych, nilrozmaitosci 1 torusa
w siebie. Ponadto w [17, 18, 32] znaleziono zwiazek pomigdzy wymiernoscia zeta
funkcji Nielsena i Reidemeistera odwzorowania widkna, bazy i1 przestrzeni totalnej wiazki
Serre’a. W [31] udowodniliSmy dychotomi¢ Pdlyi—Carlsona pomiedzy wymiernoscia a
istnieniem brzegu naturalnego zeta funkcji Reidemeistera automorfizméw nieskonczenie

generowanych beztorsyjnych grup abelowych bedacych podgrupami w Q%, d > 1.

Niech ¢, : G — G beda endomorfizmami grupy . Elementy «, f € G nazywamy
(p,1) — sprzezonymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element y € G taki, ze

B =v(y)ad(y ).



Liczbe klas (¢, ©)-sprzezonosci nazywamy liczbq Reidemeistera koincydencji endomorfi-
zmow ¢ oraz 1 i oznaczamy ja przez R(¢, ). Jesli ¢ = id, to klasy (¢, id)-sprzgzonosci
sg po prostu klasami ¢-sprzg¢zonosci grupy G oraz R(¢,id) = R(¢). Liczby Reidemeistera
koincydencji R(¢,1)) znajduja zastosowanie takze migdzy innymi w topologicznej teorii

koincydencji Nielsena—Reidemeistera.

Par¢ endomorfizméw (¢, 1)) bedziemy nazywac oswojonq, jesli R(¢",¢Y") < oo dla
kazdego n > 0. Dla pary oswojonych endomorfizméw mozemy zdefiniowaé zeta funkcje
Reidemeistera koincydencji nastgpujaco

Ry.(z) = exp (i Lwn’ v) z”) )

n=1 n
Oczywiscie jezeli ¢ = id, to Ry,4(2) = Ry(z). Z punktu widzenia teorii uktadow
dynamicznych zeta funkcja Reidemeistera koincydencji zlicza punkty synchronizacji
dwéch odwzorowan, tzn. punkty, ktérych orbity przecinaja si¢ podczas jednoczesnej
iteracji dwéch odwzorowan. Bardziej szczegdlowy opis tej sytuacji znaleZ¢ mozna np. w
[44].

W [30] udowodniliSmy dychotomi¢ Pdlyi—Carlsona miedzy wymiernoScia a istnieniem
brzegu naturalnego zeta funkcji Reidemeistera oswojonej pary komutujacych endomorfi-
zmoOw nieskonczenie generowanych beztorsyjnych grup abelowych bedacych podgrupami
wQ%d>1.

1.4 Dynamiczne zeta funkcje teorii reprezentacji

Rozwazmy endomorfizm ¢ : G — G dyskretnej grupy G wraz z jej unitarnymi nieprzy-
wiedlnymi reprezentacjami p. Niech G oznacza przestrzen unitarno-dualng grupy G, tj.
przestrzen klas rownowazno$ci unitarnych nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G wy-
posazong w topologie Jacobsona, G # bedzie podprzestrzenia przestrzeni unitarno-dualnej
sktadajaca si¢ z nieprzywiedlnych skorficzenie wymiarowych reprezentacji, za$ przez G if

oznaczmy podprzestrzen przestrzeni G # sktadajaca si¢ z reprezentacji skoriczonych.

W ogdlnosci odwzorowanie ¢ : p — p o ¢ nie musi definiowaé uktadu dynamicznego

(tj. dziatania pétgrupy Z.,) na zadnej z przestrzeni G, G £ G #f> poniewaz o ile nie zakta-
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damy, ze jest to automorfizm grupy, reprezentacja p o ¢ moze by¢ przywiedlna. Wtedy
mozemy jedynie roztozy¢ p o ¢ na nieprzywiedlne sktadniki i w ten sposéb otrzymac
odwzorowanie wiclowartosciowe ¢. Mozemy jednak rozpatrzy¢ takie nieprzywiedlne

reprezentacje p, dla ktérych p ~ p o ¢.

W [29] liczbe Reidemeistera teorii reprezentacji RT(¢) zdefiniowaliSmy jako liczbe
wszystkich [p] € G takich, ze p ~ po ¢. Dla [p] € G oraz [p] € G sy definiujemy RT” ()
oraz RT//(¢)) analogicznie. Oczywiscie RT(¢) > RT7(¢) > RT'/(¢). Dynamiczne
zeta funkcje teorii reprezentacji RT,(z), RT. q{ (z) oraz RT q’: f (z) zostaty zdefiniowane w
nastepujacy sposob

RI(2) = oxp (32 1)

n=1 n
RTJ;(Z) = exp (2 RW;L(QS’QZ”> ;
RTgf(z) = exp (i Wz”) :
n=1

W kazdym z tych przypadkéw zaktadamy, ze wszystkie liczby Reidemeistera teorii

reprezentacji sa skonczone dla kazdego n > 1 [29].

Cho¢ mogtoby si¢ wydawac, ze réznice pomigdzy tymi funkcjami sa niewielkie, to
rozréznienie trzech rodzajow wspoétczynnikéw jest uzasadnione z punktu widzenia teorii
uktadéw dynamicznych [29]. Klase¢ réwnowaznosci [p] nazywamy <5-f—punktem, jezeli
p ~ po . Element [p] € G (oraz G s G ¢ odpowiednio) nazywamy ¢-nieprzywiedlnym,
jezeli reprezentacja p o ¢" jest nieprzywiedlna dla wszystkich n > 0. Oznaczmy przez G?
(oraz C:“’Jf, C:’f?f odpowiednio) ¢-nieprzywiedlne podprzestrzenie przestrzeni G (oraz G £
G 7 odpowiednio). Dobrze okreslony uktad dynamiczny istnieje zarowno na G? jakiina
@? oraz @?f Jego punkty n-okresowe sa rownoczesnie gg”—f—punktami. W [27] znajduje
si¢ zarowno dowdd tego faktu, jak i dalsze szczegoty.

Niech AM7(¢") oznacza liczbe izolowanych punktéw n-okresowych (tj. izolowanych
¢"-f-punktéw) uktadu dynamicznego (¢)" na C:“}’ Przy zatozeniu, ze AM/(¢") < oo
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dla kazdego n > 1, w [30] zdefiniowaliSmy zeta funkcj¢ Artina—Mazura reprezentacji

nastepujaco

AM](z) = exp (i AMf(d’n)z”> .

n=1 n

W [30, 31] udowodniliSmy wymiernos$¢ oraz wyprowadziliSmy réwnanie funkcyjne dla
dynamicznych zeta funkcji teorii reprezentacji endomorfizméw skonczenie generowanych
grup abelowych, endomorfizméw skoniczenie generowanych beztorsyjnych grup nilpotent-
nych, endomorfizméw grup ze skoficzonymi ¢-nieprzywiedlnymi podprzestrzeniami od-
powiedniej przestrzeni unitarno-dualnej oraz automorfizméw grup krystalograficznych z
holonomig diagonalng Z/27Z. Dla okresowych automorfizméw dowolnej grupy przedsta-
wiliSmy dynamiczng zeta funkcjg teorii reprezentacji jako skoniczony iloczyn pierwiastkow
z funkcji wymiernych. W [30, 31] badaliSmy réwniez powiazania pomi¢dzy zeta funkcja
Reidemeistera a dynamiczng zeta funkcja teorii reprezentacji obcigcia endomorfizmu do

podgrupy oraz indukowanego na grupie ilorazowe;.

1.5 Wyniki rozprawy

Niech P(K) oznacza zbiér skoriczonych miejsc algebraicznego ciata liczbowego K.
Miejscami ciata K nazywamy klasy réwnowaznosci wartoSci bezwzglednych zdefiniowa-
nych na K. Gdy char(K) = 0, nieskoriczone miejsca sa miejscami archimedesowymi.
Wszystkie pozostale miejsca sa skonczone. Dla danego skoniiczonego miejsca ciala K
istnieje wyznaczona jednoznacznie dyskretna waluacja v, ktérej grupa waluacyjna jest
Z. Odpowiadajaca jej znormalizowana warto$¢ bezwzgledna to | - |, = |R,|™"), gdzie
przez R, rozumiemy ciato reszt waluacji v. Niech dla dowolnego zbioru miejsc S,

|#]s = Tlves o

Jednym z gléwnych wynikéw niniejszej pracy sa nastgpujace wzory na liczby Reideme-
istera oraz udowodnienie dychotomii Pélyi—Carlsona pomigdzy wymiernoscig a istnieniem

brzegu naturalnego zeta funkcji Reidemeistera.

Twierdzenie 1.5.1. (Twierdzenie 2.3.10) Niech ¢ : G — G bedzie automorfizmem prze-
liczalnej grupy abelowej G bedacej podgrupa w Q?, gdzie d > 1. Zatézmy, ze G jako

R = Z[t]-modut spetnia nastgpujace warunki:
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(1) Zbidr stowarzyszonych ideatéw pierwszych Ass(G) jest skoriczony i sktada si¢ wy-

tacznie z niezerowych ideatéw gtéwnych pierscienia wielomianéw R = Z][t].

(2) Odwzorowanie g — (7 —1)g jest monomorfizmem grupy G dla j € N (réwnowaznie
t/ — 1 ¢ p dla kazdego p € Ass(G) i dla kazdego j € N).
(3) Dla kazdego p € Ass(G), m(p) = dimgy) G, < oo, gdzie K(p) oznacza ciato
utamkéw pierscienia R/p, za§ Gy, = G @ K (p).
Wtedy istniejq algebraiczne ciala liczbowe Ky, ..., K, zbiory skoiczonych miejsc P, C

P(K,;), S; = P(K;) \ P, oraz elementy ; € K;, z ktérych zaden nie jest pierwiastkiem z
jedynki takie, ze

R =TI l& =11t = T11g = 105" = [T 1€ = tlpeus, (1.1)
i=1veP; =1 =1
dla kazdego ¢ = 1,...,n i dla wszystkich 5 € N. Zalézmy ponadto, ze w ostatnim ilo-

czynie réwnosci (1.1) wystepuje tylko skoriczenie wiele miejsc oraz |&;|, # 1 dla wszyst-
kich¢ = 1,...,n i dla kazdego v w zbiorze nieskoniczonych miejsc P> ciata K;. Wtedy
zeta funkcja Reidemeistera R, (z) jest albo funkcja wymierna, albo okrag jednostkowy jest
jej brzegiem naturalnym, przy czym druga sytuacja zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
|&il, = 1 dla pewnegov € S;, 1 < i < n.

Nastepnie dowodzimy dychotomii P6lyi—Carlsona migdzy wymiernoscia a istnieniem
naturalnego brzegu zeta funkcji Reidemeistera endomorfizméw grup abelowych Zg, d>1,

gdzie Z, oznacza grupe p-adycznych liczb catkowitych.

Twierdzenie 1.5.2. (Twierdzenie 3.0.4) Niech ¢, : Z¢ — Z! bedzie endomorfizmem
oswojonym oraz Ai, Ao, ...\q € @p beda wartoSciami wlasnymi macierzy ®, endomorfi-
zmu ¢, liczac wraz z krotnosciami. Wowczas zeta funkcja Reidemeistera R, (2) jest albo
funkcja wymierna, albo okrag jednostkowy jest jej brzegiem naturalnym. Przy czym drugi
przypadek zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |\;|, = 1 dla pewnego i € {1,...,d}.

Kolejny gtéwny rezultat opisuje wzor na liczby Reidemeistera koincydencji oraz dy-
chotomi¢ Polyi—Carlsona pomiedzy wymiernosScia a istnieniem brzegu naturalnego zeta

funkcji Reidemeistera koincydencji.

Twierdzenie 1.5.3. (Twierdzenie 5.1.1) Niech ¢,1 : G — G beda komutujacymi endo-
morfizmami przeliczalnej grupy abelowej G bedacej podgrupa w Q9, gdzie d > 1. Za-
t6zmy, ze G jako R = Z[t 4, t,]- modut spetnia nastepujace warunki.
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(1) Zbidr stowarzyszonych ideatéw pierwszych Ass(G) jest skoriczony i sktada si¢ wy-

tacznie z niezerowych ideatéw gtéwnych pierscienia wielomianéw R = Z[t,, t,].

(2) Odwzorowanie g — (tg5 — t{b) g jest monomorfizmem grupy G dla wszystkich j € N
(réwnowaznie t; — tfp ¢ p dla kazdego p € Ass(G) i dla kazdego j € N).

(3) Dla kazdego p € Ass(G), m(p) = dimgg) G, < oo, gdzie K(p) oznacza ciato
utamkéw pierscienia R/p, za$§ Gy, = G @r K (p).

Wtedy istnieja algebraiczne ciata liczbowe Ky, ..., K, zbiory skoficzonych miejsc P, C
P(K;), S; = P(K;) \ P, elementy &, 1; € K; , & #nl,i=1,... ntakie, ze

n

R ) =111 1€ =il = T1Ig = wllp! = 11 1e = mlpeus, (1.2)
i=1veP; =1 i1
dla kazdego 5 € N.

Zatézmy dodatkowo, ze w ostatnim iloczynie réwnosci (1.2) wystepuje tylko skon-
czenie wiele miejsc oraz ze |&;|, # |n;|, dla wszystkich v w zbiorze nieskoriczonych
miejsc P ciala K;, gdzie : = 1,...,n. Wtedy zeta funkcja Reidemeistera koincyden-
cji Ry (%) jest albo wymierna, albo okrag zbieznosci jest naturalnym brzegiem tej funkcji,
przy czym druga sytuacja zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |&;|, = |n:|, dla pewnego
ve S, 1<i<n.

W rozdziale 6 dowodzimy wymierno$ci zeta funkcji Reidemeistera koincydencji oswo-

jonej pary endomorfizméw skoriczenie generowanej beztorsyjnej grupy nilpotentne;.

Twierdzenie 1.5.4. (Twierdzenie 6.0.5) Niech ¢, ¢ : N — N bedzie parg oswojonych en-
domorfizméw skonczenie generowanej beztorsyjnej nilpotentnej stopnia c grupy N. Przez
Ok, Y. G — G, 1 < k < ¢ oznaczmy oswojone endomorfizmy indukowane na skon-

czenie generowanych beztorsyjnych abelowych grupach ilorazowych

G = Ni/Niy1 = ]\V/%(N)/ ]\V/Vkﬂ(N) = 7%

pochodzacych z dostosowanego dolnego ciagu centralnego grupy NV dla pewnego dj € N,
gdzie {/7x(INV) jest izolatorem k-tego komutatora w grupie N. Wowczas prawdziwe sa
nastgpujace stwierdzenia.

(1) R(¢",4") = Ty R($7,wf) dlan € N.

13



(2) Niech
(bk,Q’wk,Q: Gk@ — GkQ, 1 < k <c

oznaczaja przedtuzenia endomorfizméw ¢y, ¥y do Gro = Q ®z G, = Q% grupy
Gy. Zatézmy, ze kazda para endomorfizméw ¢y, g, 1 @ jest jednoczesnie diagonali-
zowalna. Niech ponadto & 1, ..., &k, 1Mk15 - - - > Mk, DEda zespolonymi wartoSciami
wlasnymi ¢y, ¢ oraz 1y, g liczac z krotnoSciami, uporzadkowanych w taki sposob, ze
wartoSciami wiasnymi odwzorowan ¢;'q — V' sa &'y — Mg1s -+ -5 g, — Mg, dla
n € N. Wtedy

R(op, dy') H|€m 771m

dla kazdegon € N.

(3) Zatézmy ponadto, ze || # sl dlal < k < ¢, 1 < i < dg. Jesli ¢, ¢ jest
oswojong parg endomorfizméw grupy N oraz ¢y g, ¥k, 1 < k < c sa jednoczesnie
diagonalizowalnymi parami endomorfizméw grupy G, g, to zeta funkcja Reideme-

istera koincydencji R, ,(z) jest funkcja wymierna.

Niech teraz Z(¢) oznacza jedna z liczb RT(¢), RT/ (¢), RT'/(¢), AM7(¢) oraz
20— (5220

n=1 n
bedzie jedna z zeta funkcji AM](z), RT,(z), RT](z), RT}'(z).

Twierdzenie 1.5.5. (Twierdzenie 7.3.1) Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem skon-
czenie generowanej grupy abelowej. Wtedy

Z(6") =| L(") |,

gdzie L(quS”) jest liczba Lefschetza odwzorowania ngS .G = G. Wynika z tego, ze zeta

funkcja Z4(z) jest wymierna oraz
Zy(2) = Lyloz)"V,

gdzie p jest liczba rzeczywistych wartosci wlasnych A € Spectr(¢™) takich, ze A < —1,
za$ 0 = (—1)P oraz r jest liczba rzeczywistych wartosci wlasnych A € Spectr(¢™) takich,
ze | A |> 1. Jesli ponadto G jest skoriczona, to

Z(¢") = L(0") i Zy(2) = Ly(2).
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Twierdzenie 1.5.6. (Twierdzenie 7.0.4) Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem grupy
G. Zatézmy, ze przestrzen G? (oraz C:*f?, C:’fif odpowiednio) jest skoficzona. Wtedy zeta
funkcja RT,(z) jest wymierna i spetnia réwnanie funkcyjne

1

RT, () = (-1 RT,(2)

gdzie a oznacza liczbg pierwotnych gg—orbit okresowych elementow z G?, zas b jest liczba

elementéw okresowych odwzorowania qAb przestrzeni Go. W szczegblnosci
RT, = L
o(2) = H 1 #n

[

gdzie powyzszy iloczyn jest indeksowany przez pierwotne orbity okresowe uktadu dyna-
micznego (¢)" na G*. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla RTQJ: (2), RTJ; /(%) oraz

W rozdziale 8 badamy zwiazek migdzy zeta funkcja Reidemeistera a dynamiczng zeta
funkcja teorii reprezentacji endomorfizmu obcigtego do podgrupy H grupy G oraz endo-
morfizmu indukowanego na grupie ilorazowej G/ N, gdzie N oznacza podgrupg normalna
sktadajaca si¢ z elementéw nilpotentnych grupy G.

Twierdzenie 1.5.7. (Twierdzenie 8.1.4) Niech GG bedzie rozszerzeniem grupy abelowej o
grupe skonczona, zas ¢ : G — G bedzie jej endomorfizmem. Rozwazmy podgrupe H
grupy G, taka ze ¢(H) C H oraz dla kazdego = € G istnieje n € N takie, ze ¢"(z) € H.
Zatézmy ponadto, ze R(¢*) oraz Z(¢*) sa skoriczone dla kazdego k € N. Jezeli spetniony

jest jeden z ponizszych warunkéw:
(1) H jest skonczenie generowang grupg abelowa,
(2) H jest grupa skonczona,
(3) H jest grupa krystalograficzng z holonomia diagonalng Z /27
oraz ¢y jest automorfizmem, to
Ry(2) = Ry (2) = Zoy (2) = Z4(2)

1 s3 one funkcjami wymiernymi.
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Przy zatozeniu, ze Z(¢) oznacza jedna z liczb RT7(¢), RT//($) otrzymali$my poniz-

szy rezultat.

Twierdzenie 1.5.8. (Twierdzenie 8.2.2) Niech ¢ : G — G begdzie endomorfizmem grupy
G. Zbior N wszystkich elementéw nilpotentnych grupy G jest jej podgrupa normalna.
Ponadto ¢(N) C Ni¢ '(N) = N. Stad ¢ indukuje endomorfizm [¢/N| grupy ilorazowe;
G//N okreslony wzorem [¢/N|(xN) = ¢(z)N. Endomorfizm [¢/N] : G/N — G/N jest

injektywny oraz zachodza réwnosci
R(¢) = R([¢/N]), Z(¢) = Z([¢/N]).
Niech R(¢") i Z(¢™) beda skonczone dla kazdego n € N. Wtedy
Ry(2) = Rigni(2), Zs(2) = Zigym(2):

Jesli grupa ilorazowa G/ N jest policykliczna, to dla liczb Reidemeistera zachodza naste-

pujace kongruencje Gaussa:

S u(d) - R(¢™*) =0 modn

din

dla kazdego n € N, gdzie p jest funkcja Mobiusa. Jesli ponadto spelniony jest jeden z
nastgpujacych warunkéw

(1) grupa ilorazowa GG /N jest skoriczenie generowang grupa abelowa,
(2) G/N jest grupa skoriczona,
(3) G/N jest skoriczenie generowang beztorsyjna grupa nilpotentna,

(4) G/N jest grupa krystalograficzna z holonomia diagonalna Z, i [¢/N] jest jej auto-

morfizmem,

to
Ry(z) = Rigyny(2) = Zig/n)(2) = Zy(2)

1 funkcje te s3 wymierne.
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Rozdziat 2

Dychotomia Polyi — Carlsona zeta
funkcji Reidemeistera automorfizmow

nieskonczenie generowanych podgrup
Q% d>1

2.1 Podstawy algebraiczne

W ponizszym rozdziale zaprezentujemy wyniki dotyczace dychotomii Pélyi—Carlsona dla
zeta funkcji Reidemeistera endomorfizmu grupy abelowej. Niech ¢ : G — G begdzie endo-
morfizmem przeliczalnej grupy abelowej G bedacej podgrupa w Q?, d > 1. Niech ponadto
R = Z][t] bedzie pierscieniem wielomianéw. Wtedy grupa G jest naturalnie wyposazona
w strukturg¢ R-modutu nad pierScieniem R = Z[t], gdzie mnozeniu przez ¢t odpowiada za-
stosowanie endomorfizmu tg = ¢(g) i rozszerzenie go w naturalny sposob na wielomiany.

Oznacza to, ze dlaelementu g € Gi f = Y,z cnt™ € R = Z]t] definiujemy

fg = Z Cntng = Z Cn¢n(g>7

nez nez

gdzie wszystkie, poza skonczong iloScia, wspétczynniki ¢, € Z sa rOwne zeru. Jest to

standardowa procedura, szerzej opisana w [51].

17



2.2 Podgrupy addytywnej grupy liczb wymiernych.

W celu zilustrowania pewnych idei uzywanych do dowodu twierdzenia 2.3.10 w przypadku
ogblnym, tj. gdy G jest podgrupa w Q? dla d > 1, rozwazmy oddzielnie przypadek, gdy
d = 1. Podgrupy tego typu mozna sklasyfikowa¢ w nastgpujacy sposéb [2]. Niech H
bedzie addytywna podgrupa w Q, zas przez P = {2,3,5,7,...} oznaczmy zbidr liczb
pierwszych. Wtedy p-wysokos¢ elementu x € H \ {0} definiujemy jako

hy(x) = sup{n € N | p"y = x marozwiazanie y € H} € NU {00},

za$ ciag h(z) = (hy(x))pep € {N U {oo}}" nazywamy charakterystykq elementu x. Dwa
ciagi wysokosci nazywamy rownowaznymi, jesli r6znia si¢ tylko skoficzong liczba wyra-
zOw oraz jesli w jednym z nich wystegpuje nieskoniczonos$é, to w drugim takze. Klasy row-
nowaznosci ciagéw wysokosci nazywamy typami. Zauwazmy, ze jezeli x,y € H \ {0}, to
h(z) i h(y) naleza do tego samego typu. Zdefiniujmy zatem ryp H jako typ dowolnego nie-
zerowego elementu z H i oznaczmy przez h(H). Z drugiej strony, majac dany ciag (h,),ep
taki, ze h, € NU {oo}, mozemy zdefiniowa¢ addytywna podgrupe w Q nastepujaco

H((hy)per) = {% € Q| a,b € Z, (a,b) = 1,0rd,(b) < k, dla kaidego p € P}.

Twierdzenie 2.2.1. (Baer) [2] Kazda podgrupa w Q jest postaci H ((h,),cp) dla pewnego
(h,) € (NU{oo})N. Dwie podgrupy w Q sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego
samego typu.

Zauwazmy, ze jedynymi endomorfizmami H sa odwzorowania postaci = +— Fx gdzie
(a,b) = 1 oraz h,(H) = oo dla kazdego p dzielacego b. Oznaczmy zbidr p takich, ze
h,(H) = oo przez S(H).

Przyklad 2.2.2. Przykiady:
(1) H((00)per) = Q,
(2) H((0)per) =
(3) H((00,00,0,0,...)) = Z[g],

(4) H((0,1,1,1,1,...)) jest podgrupa w Q sktadajaca si¢ z liczb o nieparzystych bez-
kwadratowych mianownikach,
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(5) dla podzbioru & C [P istnieje stowarzyszona z nim podgrupa liczb S-catkowitych
Rs={z€Q]|z], < 1forallp ¢ S} = Z[ :p € S| = H((hy)pep) gdzie h, = o0
jeslip € S'ih, = 0 w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie 2.2.3. Niech ¢ : H — H bgdzie monomorfizmem podgrupy H < Q. Pod-
grupa H moze by¢ traktowana jako ideat utamkowy dziedziny D = Z[¢] C Q. Wtedy
liczby Reidemeistera R(¢’) zaleza tylko wyboru & € Q oraz zbioru T sktadajacego sig
takich p € Z[¢], dla ktérych H nie ma nieskoriczonej p-wysokosci. Ponadto

(1) R(¢") = Iper [&7 — 1], * dla kazdego j € N.
(2) Jesli |€]|, # 1 dlakazdego p € T, to R(¢’) = 1 dla wszystkich j € N.

Dowdd. Niech R = Z|t] bedzie pierScieniem wielomianéw. Wtedy podgrupa H jest w
naturalny sposéb wyposazona w struktur¢ R-modutu nad pierScieniem R = Z[t], w kt6-
rym ¢ oznacza mnozenie przez t. Bez straty ogdélnosci H mozemy traktowac jako ideat
utamkowy dziedziny D = Z[¢], gdzie £ € Q \ {—1, 1,0}, zas ¢ jest mnozeniem przez
na H. Istotnie, zauwazmy, ze H jest is R-modulem z jedynym idealem pierwszym stowa-
rzyszonym generowanym przez wielomian liniowy f, zaS§ D = R/(f) jest izomorficzna
z podpierscieniem w (). Wobec tego istnieje indukowane zanurzenie D — H — Q. Je-
zeli H jest grupa abelowa, to liczba Reidemeistera R(¢’) jest rowna liczbie elementow
grupy ilorazowej Coker(1 — ¢/) = H/Im(1 — ¢). Stad R(¢’ ’H/ & —1) H' Niech
PB(D) bedzie zbiorem sktadajacym si¢ z liczb pierwszych generujacych ideaty pierwsze
w D i wezmy p € B(D). Poniewaz H/(£? — 1)H jest skoficzony, to posiada ciag kom-
pozycyjny. Nastepnie zlokalizujmy D w kazdym ideale pierwszym generowanym przez
p € PB(D) i rozwazmy wymiar H, /(& — 1)H,) jako przestrzeni liniowej nad cialem
Dy /(p) = Fp. Jesli hy(1) = oo, to H,) = Q i wymiar ten jest réwny zeru. W takim
razie wystarczy rozwazac tylko p € B(D), dla ktérych k,(1) < co. Oznaczmy zbidr ta-
kich elementéw przez T'. JeSlip € T, to Hy,) # Qi w takim razie Hy,) = D). Stad
dimg, H,) /(& — 1)H) = v,(§7 — 1), gdzie v, oznacza waluacje p-adyczna. Otrzymali-
$my w ten sposob wzor (1). Zauwazmy ponadto, ze T = @ implikuje H = QQ i w takim
razie R(¢’) = 1 dla wszystkich j € N. Aby wykazac (2) dla nietrywialnego przypadku
zatézmy, ze T # @ i wezmy p € T. Jesli €], # 11 skoro k,(1) < oo oraz Z[¢] jest
pierScieniem, to ||, < 1. Zatem z wlasnosci ultrametryki, ¢/ — 1|, = 1 dla wszystkich
jeN. []
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2.3 Glowne twierdzenie rozdziatu

Rozwazmy teraz dual Pontryagina G wraz z jego endomorfizmem ngS Sp—poo.

Lemat 2.3.1. [20] Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem abelowej grupy G. Wéwczas
jadro Ker [gzg e G} jest kanonicznie izomorficzne do Coker [¢ : G — GI.

Dowdd. Twierdzenie udowodnimy przez konstrukcje wymaganego izomorfizmu. Niech y

—

nalezy do Coker(¢ : G — G). Wtedy y jest homomorfizmem
X : G/Im(¢p) — U(1).
Istnieje zatem indukowane odwzorowanie
X:G—U(1),

kt6re jest trywialne na Im(¢). W takim razie o ¢ jest trywialne, co oznacza, ze () jest
elementem neutralnym w G a zatem Y € Ker (o).

Z drugiej strony, jesli Y € Ker(q@), to x jest trywialne na Im ¢. Wobec tego Y indukuje
homomorfizm

X : G/Im(¢p) — U(1)
1 x nalezy do C@gb a zatem odpowiednioS$¢ y < X jest bijekcja. O

Lemat 2.3.2. [43] Niech L C N bedzie R-modutem i weZmy g € R.
Wtedy
(1
w1 =lrmllzaa]
gNI lg(N/L)IILNgN

(2) Jesli N/L jest skonczony a odwzorowanie x — gz jest monomorfizmem modutu N,

to

il
gN| gLl

Na potrzeby dalszych rozwazan, zat6zmy,ze G jako R = Z[t|-modut spetnia ponizsze

warunki.
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(1) Zbidr stowarzyszonych ideatéw pierwszych Ass(G) jest skoriczony i sktada si¢ wy-

tacznie z niezerowych idealéw giéwnych pierscienia R.

(2) Odwzorowanie g — (7 —1)g jest monomorfizmem grupy G dla j € N (réwnowaznie
t — 1 ¢ p dla kazdego p € Ass(G) i dla kazdego j € N).

(3) Dla kazdego p € Ass(G), m(p) = dimgg) G, < oo, gdzie K(p) oznacza ciato
utamkéw pierscienia R/p, za$§ Gy, = G @ K(p).

Lemat 2.3.3. [43] Niech N bedzie takim R-modutem, ze zbiér Ass(/N) jest skoriczony i
sktada si¢ wylacznie z nietrywialnych ideatéw gtéwnych. Zat6zmy ponadto, ze m(p) =
dimg ) NV, < oo dla kazdego p € Ass(N). Jesli dla g € R odwzorowanie x — gz jest

monomorfizmem modutu N, to N/gN jest skoriczony.

Jesli endomorfizm gg G — G jest ergodycznym epimorfizmem o skofczonej entropii
zwartej spojnej abelowej grupy G skoficzonego wymiaru d > 1, to endomorfizm ¢ : G —
G spetnia powyzsze (1) - (3). Grupy dualne G o tej wlasnosci nazywamy solenoidami
[43, 51]. Niech F3(j) = |Fiz(¢7)| oznacza liczbe punktéw statych endomorfizmu /.
Zatozenia, takie jak ergodyczno$¢ i skoficzona entropia, sa konieczne, aby liEZbE Fg( jA)
byta skoniczona dla wszystkich ;7 € N.. W przypadku endomorfizmu dualnego ¢ : G — G,

wykorzystujemy nastgpujacy wzor na zliczanie punktow okresowych odwzorowania ngﬁ

Stwierdzenie 2.3.4. [5, Stwierdzenie 14], [43, Twierdzenie 1.1] Jesli qg -G = G jest
ergodycznym automorfizmem o skoficzonej entropii skoficzenie wymiarowej zwartej spoj-
nej grupy abelowej G, to istniejg algebraiczne ciata liczbowe K, ... K, zbiory miejsc
skoriczonych P; C P(K;) oraz elementy §; € K;, z ktérych zaden nie jest pierwiastkiem z

jedynkidlai =1, ..., n, takie, ze dla kazdego j € N

PGy =T IT 16 — 1" =TT — 1

i=1veP, i=1

P (2.1)

Dowdd. Przedstawimy giéwne kroki dowodu. Z zalozenia liczba punktéw okresowych
Fg( j) jest skoriczona dla wszystkich j € N. Traktujac grupg abelowa G jako Z|[t]-modut i
wykorzystujac lemat 2.3.1 [37, Lemat 7.2] otrzymujemy, ze

F3(j) = |Fia(¢))] = | Ker(¢/ —1dg)| = |Coker(d — 1dg)| =

— | Coker(¢/ — 1da)| = |G/(¢/ — 1)G] = |G/( — 1)G.
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Zbiér multiplikatywny U = (,ecass(e) B — p ma taka wasnosé, ze U N ann(a) = @ dla
wszystkich niezerowych elementéw a € G, zatem homomorfizm naturalny G — U~'G
jest monomorfizmem. Po utozsamieniu lokalizacji pierScienia R z podpierScieniami w
Q(t), dziedzina R = U 'R = Npeass(c) Fp jest skonczonym przekrojem dyskretnych
pierscieni waluacyjnych a zatem jest dziedzing idealéw giéwnych [41]. Wymienione zato-
zenia skoriczonej entropii i skoficzonego wymiaru topologicznego wymuszaja, aby U 1G

byt R-modutem noetherowskim. Wobec tego, istnieje filtracja
{0y)=Gy,cGiCc---CcG,=U"'q@ (2.2)

w ktorej G;/G;—1 = Q/q; dla nietrywialnych ideatéw pierwszych q; C R,1 < i < na
ponadto p; = q; N R € Ass(G) dla wszystkich 1 < i < n. Poprzez identyfikacj¢ grupy
G z jej obrazem przez odwzorowanie naturalne U ' G oraz wyznaczajac przekroj taficucha

(2.2) z G otrzymujemy nastgpujacy tancuch R-modutéw

Zauwazmy, ze dla kazdego 1 < ¢ < n, mozemy rozwazy¢ indukowang inkluzje

L; G; R
— = —-=K i) = Ki7
L Gi1 di <p )

za§ N; = L;/L;_; mozna rozpatrywac jako ideat utamkowy w E; = R/p;. Na mocy
Lematu 2.3.2(1) otrzymujemy
L;

Ly
G

1N —1)L; [

_ ‘ SE
gdzie 1 < ¢ < n. WeZmy teraz y € L, oraz niech n oznacza obraz elementu y w N,
za§ przez & oznaczmy obraz elementu t w E;. Jesli (¢ — 1)y € L;_y, to (&) — 1)n = 0.
Zalozenie o ergodycznosci ¢ implikuje, ze ¢/ — 1 ¢ p; a wiee (&) — 1) # 0. Zatem n = 0
oraz y € L;_1. Wynika z tego, ze L; 1 N (#/ —1)L; = (t/ — 1)L;_, a wigc

‘ L N ’ N; Li
t— 1Ll (= D)N Il (# — 1)Ly

Po zastosowaniu otrzymanej réwnosci (2.4) dla kazdego z modutéw L;, 1 < ¢ < n, otrzy-

(2.4)

mujemy

G/t = 1)G| = H\N/ Nil-
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Rozwazmy teraz pojedynczy czynnik | N; /(' —1) N;|. Poniewaz E; jest skoficzenie genero-
wang dziedzina, z [43, Twierdzenie 1.1] oraz [13, Twierdzenie 4.14] wynika, ze catkowite
domknigcie D; dziedziny F; w K; jest skoficzenie generowang dziedzing Dedekinda. W ta-
kim razie D; jest skoficzenie generowanym £;-modutem. Ponadto I; = D, ®g, IN; mozemy
traktowaé jako ideal utamkowy w D;. Z lematu 2.3.3 oraz lematu 2.3.2(2) otrzymujemy,
ze |N;/(€] — 1)Ny| = |I;/(&] — 1)1;| (patrz [43]). Traktujac I;/(£) — 1)I; jako D;-modut,
znajdujac dla niego ciag kompozycyjny i sukcesywnie lokalizujac go w kazdym ze stowa-

rzyszonych ideatéw pierwszych, otrzymujemy, ze

L/ == I aren, 25)

mGAss(Ii/(ﬁg—l)Ii)

gdzie ¢n = |D;/m|, za§ 6n(&, I;) = dimp,m(1i/(§] — 1)I})m. Niech teraz P, = {m €
Spec(D;) : I, # K;}. Wynika z tego, ze iloczyn (2.5) moze by¢ indeksowany po prostu
przez wszystkie m € P;. Kazda lokalizacja (D;),, jest innym pierScieniem waluacyjnym
ciala K;, za§ P, mozemy utozsami¢ ze zbiorem skoiczonych miejsc ciata globalnego K.
Skoro 0 (&, D;) = v (€] — 1), to otrzymujemy, ze

m 19 l —_— ’Um £ 71
L)€~ )L = T &P = [T o€V = [T 1€ — 113,
mep; mep; mep;

gdzie | - |, jest znormalizowang wartoScia bezwzglgedna wyznaczong przez D,,, co koficzy
dowdd. O

Uwaga 2.3.5. Zauwazmy, ze K; = Q(&;), 7 = 1, ..., n. Stosujac wzor Artina [56] do (2.1)

otrzymujemy, ze
n

F5(5) = [T 1¢ = 1lp=us,, (2.6)

i=1
gdzie P oznacza zbidr miejsc nieskoficzonych ciata K;, zas S; = P(K;) \ P,. Ponadto,
poniewaz ¢ jest automorfizmem, to z [43, Uwaga 1] wynika, ze ||, = 1 dla kazdego
veP,1=1,...,n

Definicja 2.3.6. Zat6zmy, ze funkcja analityczna f jest zdefiniowana w obszarze D ptasz-
czyzny zespolonej. Jesli na brzegu obszaru D nie istnieje punkt, przez ktéry funkcja f
moze by¢ przedtuzona analitycznie, to brzeg ten nazywamy brzegiem naturalnym tej funk-

CJi.
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Lemat 2.3.7. [5] Niech R(z) = Y77, R(¢")2". Jesli Ry(z) jest funkcja wymierna, to
R(z) takze. Jesli dla Ry4(z) istnieje przedtuzenie analityczne poza okrag zbieznosci, to
dla R(z) réwniez. W szczegélnosci, jezeli okrag zbieznosci funkcji R(z) jest brzegiem
naturalnym tej funkcji, to okrag zbieznosci funkcji R, (2) jest brzegiem naturalnym funkcji
Ry(2).

Dowdd. Teza wynika z faktu, ze R(z) = z - Ry(2)/Ry(2). O

Istnieje Scisty zwiazek pomigdzy wlasnosciami wspotczynnikéw zespolonego szeregu

potegowego a wlasnosciami analitycznymi funkcji zadanej tym szeregiem.

Twierdzenie 2.3.8. (Pdélya—Carlson) [8], [49], [52] Szereg potggowy o wspdiczynnikach
catkowitych i promieniu zbieznosci réwnym 1 jest albo wymierny, albo okrag jednostkowy

jest jego brzegiem naturalnym.

Do dowodu gtéwnego twierdzenia uzyjemy kluczowego rezultatu Bella, Milesa i
Warda.

Lemat 2.3.9. [5, Lemat 17] Niech S bedzie skoficzonym zbiorem miejsc algebraicznych
ciat liczbowych oraz niech £, bedzie, réznym od pierwiastka z jedynki, elementem odpo-
wiedniego ciata liczbowego takim, ze|¢,|, = 1 dla kazdego v € S. Wtedy okrag jednost-

kowy jest brzegiem naturalnym funkcji
F(z) =3 f(n)2",
n=1

gdzie f(n) = T,es |67 — 1], dlan > 1.
Najwazniejszy rezultat niniejszego paragrafu stanowi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.10. Niech ¢ : G — G begdzie automorfizmem przeliczalnej abelowe;j
grupy G bedacej podgrupa w Q, gdzie d > 1. Zat6zmy,ze G jako R = Z[t]-modut spetnia

nastepujace warunki.

(1) Zbidr stowarzyszonych ideatéw pierwszych Ass(G) jest skoriczony i sktada si¢ wy-

tacznie z niezerowych ideatéw gtéwnych pierscienia wielomianéw R = Z[t].

(2) Odwzorowanie g — (#/ — 1)g jest monomorfizmem grupy G dla j € N, (réwnowaz-
nie t/ — 1 ¢ p dla kazdego p € Ass(G) i dla kazdego j € N).
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(3) Dla kazdego p € Ass(G), m(p) = dimgg) G, < oo, gdzie K(p) oznacza ciato
utamkéw pierscienia R/p, za§ Gy, = G @ K(p).

Wtedy istnieja algebraiczne ciata liczbowe Ky, ... K, zbiory skoficzonych miejsc P, C
P(K,;), S; = P(K;) \ P, oraz elementy &; € K, z ktérych zaden nie jest pierwiastkiem z
jedynki takie, ze

R =TI TI 1€ - 1," =118 = 1z =T 1€ — 1peus, 2.7)

i=1vePR; i=1 i=1

dla kazdego @ = 1,...,n i dla wszystkich j € N. Zalézmy ponadto, ze ostatni iloczyn
w (2.7) sktada si¢ wytacznie ze skoriczenie wielu miejsc oraz ze |;|, # 1 dla kazdego
v w zbiorze nieskoficzonych miejsc P ciala K;, ¢« = 1,...,n. Wtedy zeta funkcja Re-
idemeistera R,(z) jest albo funkcja wymierna, albo okrag jednostkowy jest jej brzegiem
naturalnym, przy czym druga sytuacja zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |&;|, = 1 dla
pewnego v € S;, 1 <7 < n.

Dowdd. Liczba Reidemeistera endomorfizmu ¢ grupy abelowej G jest réwna licz-
bie elementéw w grupie ilorazowej Coker(¢ — Idg) = G/Im(¢ — Ids) (podobnie
Coker(Idg —¢) = G/Im(Idg —¢)). Na mocy lematu 2.3.1 otrzymujemy, ze

R(¢) = | Coker(¢ — Idg)| = |Coker(¢ — 1dg)| = | Kex(¢ — Idz)| = | Fix(d)].  (2.8)

Jesli endomorfizm ¢ : G — G spelnia warunki (1) - (3), to endomorfizm gg jest ergodycz-
nym epimorfizmem o skoiczonej entropii zwartej spdjnej grupy abelowe; Go skoficzonym
wymiarze d > 1, tj. dual Pontryagina G jest solenoidem [43, 51]. Stad liczby Reideme-
istera R(¢’) oraz liczby punktéw okresowych odwzorowania dualnego F5(j) sa skoriczone

dla wszystkich j € N. Na mocy (2.1), (2.6) i (2.8) otrzymujemy, ze

R =F0) =TT II 16 -t =111 — 1 =TT 1€ = 1lp=us..  (29)

i=1vePR; i=1 i=1

Niech S} = {v € S; : |&lo # 1}, S;* = {v € S; : |&]» > 1} oraz niech

FG) =T11€ = Usass,  90G) = T11€ = 1peus:-
i=1 i=1
Zatem R(¢’) = f(7)g(j) na mocy (2.7). Z wtasnoSci ultrametryki otrzymujemy, ze

n

g(j) = H ‘fi

i=1

B - 1€ = 1 pe. (2.10)
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Uzywajac odpowiedniego wielomianu symetrycznego, mozemy rozszerzy¢ iloczyn
(2.10) aby otrzymac¢ wyrazenie postaci
= dmwl, (2.11)
IeT
gdzie Z jest zbiorem indeksowanym przez zbiér skoriczony, d; € {—1,1} oraz w; € C.

Co wigcej, na mocy (2.11),

Ry( —eXp(ZdIZ)(ijZ)).

e j=1
Jesli S;\ Sf = @ dlakazdegoi =1,...,n,tof(j) = 11izeta funkcja Reidemeistera R4(z)
jest wymierna. Zalézmy wigc, ze S; \ S; # @ dla pewnego i. Na mocy lematu 2.3.7,
aby wykazac, ze dla R4(z) istnieje brzeg naturalny, wystarczy pokaza¢ istnienie brzegu
naturalnego dla szeregu

Z dy Z F) (wrz)

IeT  j=1

Zauwazmy, ze lim sup;_, f(j)/7 = 1, zatem dla kazdego I € Z szereg

Z f wIZ

ma promien zbieznos$ci réwny \w1|_1. Poniewaz |&;], # 1 dla kazdego v € P>, i =

1,...,n, to w rozwinigciu (2.11) istnieje sktadnik dominujacy w; taki, ze
|wy| = H [ilss [ max{|&l., 1} = H [I  max{lgl., 1}
vEP>® i=1 veP®UP(K;)

oraz |wy| > |wy| dla kazdego I # J (zauwazmy przy tym, ze log |w;| oznacza topolo-
giczna entropig, jak w [38]). Poniewaz |w;|™' < |w;|7! dla kazdego I # J, wystarczy
pokazac, ze okrag zbieznosci |z| = |w;|™" jest brzegiem naturalnym dla 252, f(7)(w;2)7.
Jest to jednak doktadnie ten przypadek, kiedy okrag jednostkowy jest naturalnym brzegiem
dla 352, f(j)2’, co zostato juz oméwione w lemacie 2.3.9. O

2.4 Przyklady

Aby poda¢ przyktad niewymiernej zeta funkcji Reidemeistera, rozwazmy endomorfizm
¢ : g — 2g modulu Z[%] Modut ten jest nieskoniczenie generowang grupa abelowa. Po-

nizsze rozwazania opieraja si¢ na metodzie i obliczeniach Everesta, Stangoe’a oraz Warda

26



w lemacie 4.1 w [14] przeprowadzonych dla zeta funkcji Artina—Mazura endomorfizmu

zwartej abelowej grupy dualne;] 5 W pierwszej kolejnosci udowodnimy nastgpujacy fakt.

Lemat 2.4.1. Niech ¢ : ¢ — 2¢g bedzie endomorfizmem modutu Z[%] Wtedy okrag
|z| = 5 jest brzegiem naturalnym zeta funkcji Reidemeistera Ry(z).

Dowod. Zwarta dualna grupa abelowa Z[ ] jest jednowymiarowym solenoidem. Na mocy
(2.1), (2.6) oraz (2.9), liczby Reidemeistera iteracji odwzorowania ¢ i liczbg punktéw okre-

sowych odwzorowania dualnego ¢ opisuje zalezno$¢

R(¢) = |Fiz(§)| = F5(j) = 2 = 1] - |2 = 1]s.

n

Niech &(z) = Y00, &

n=1 n

2" — 1| - 12" — 1|3 a zatem R,(z) = exp(&(2)). Zauwazmy, ze W
| 1) y
takim razie

fe'e) 22n+1 o) Z

— 2n+1 22n o 22n -
€)= 3 oo+ Y et - -1

1—z2 1 1 — 22 © 2
= 1 ( )—1 — = Z (22" — )27 — 1.
BT -2z 20g<1—422>+nz::12n( ) s

Ponadto

2" =15 =|B-1)" =13 =
= 13" —n3" o (D) B (D) =15 =

s|nls  jeslin jest parzyste,

1 jesli n jest nieparzyste
a zatem w szczegodlnosci
4" — 1]3 = 22" — 1|3 = 3]2n[3 = §|nls. (2.12)

Oznaczmy przez +&(z) ostatni sktadnik sumy (z). Wtedy z (2.12) otrzymujemy, ze

Wykazemy teraz, ze £;(z) ma nieskoniczenie wiele osobliwosci logarytmicznych na

o) ZZn

—DAT =13 =) 7(4” —1)|nls.

Z
n n=1

okregu |z| = % 1 kazda z nich odpowiada miejscu zerowemu zeta funkcji Reidemeistera
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n oznacza, ze 3%|n, ale 3+! kn Zauwazmy, z7e

R,(2) [14, Lemat 4.1]. Niech zapis 3*
gdy |n|3 = 37%, zatem

SDIEDIEITEIES o HC!

=0 3 j=0

D) = Y @)= @) - S @)
Ny (2) = —@"-1)=>) —(@"-1)—)>) —(a™ —
0 TRL n 1 3n
| 1— 22 11 1— 26
= (0] — 10
\1a2) 3B\ 1 gss0)
@Wn =2 2 e (4%, s
mo(z)=> —(4 —1)—23 (4" —1) = iy '(2%),
3t 1 30| 2T

i tak dalej. Stad

§1(z):10g<11<2> 291 (1_(2;2)23>

Wobec tego dla zeta funkcji Reidemeistera zachodzi nastgpujaca rownosé

1/2 1/3x97
| 1—22

1/6 o

11

j=1

1— (2z)2X3j
1 — Z2><3j

Ro()l = ||

11— (22)?

1 —(22)?
1 — 22

W takim razie szereg okreslajacy zeta funkcje Reidemeistera R;(z) ma zera we wszystkich
1e2™i/3" p > 1 a wiec |2| = 1 jest brzegiem naturalnym zeta funkcji

punktach postaci
O

Reidemeistera R (2).
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Rozdziat 3

Dychotomia zeta funkcji Reidemeistera

endomorfizmow grup Zg

W niniejszym rozdziale udowodnimy dychotomig¢ P6lyi—Carlsona migdzy wymierno$cia a
istnieniem brzegu naturalnego zeta funkcji Reidemeistera endomorfizméw grup Zg, d>1,
gdzie przez Z, rozumiemy addytywna grupe¢ p-adycznych liczb catkowitych. Grupa Z,, jest
najprostszym przykltadem nieskoniczonej pro-p grupy. Jest to caltkowicie niespdjna zwarta
beztorsyjna grupa abelowa. Ciato liczb p-adycznych oznaczamy przez Q,, zas p-adyczna
warto$¢ bezwzgledna (jak réwniez jej jednoznaczne rozszerzenie do algebraicznego do-

mknigcia Q,) przez |-,.
Lemat 3.0.1. End(Z,) = Z, dla abelowej grupy Z,.

Dowdd. Niech ¢ € End(Z,). Poniewaz p"¢(x) = ¢(p"z), to ¢(p"Z,) C p"Z, a wiec
odwzorowanie ¢ jest ciaglte. Dla kazdego x € Z,, istnieje ciag liczb catkowitych z,, zbiezny
do z. Wobec tego

¢(x) = lim ¢(2,) = lim z,6(1) = ¢(1)z,

i endomorfizm ¢ jest zdefiniowany jako mnozenie przez ¢(1). O

Niech ¢ € End(Z,), wtedy ¢(z) = ax dla pewnego a € Z, oraz ¢"(z) = a"z. Z
definicji y ~4 x wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje b € Z,, dla ktérego y = b+ — ab =
z + b(1 — a), co z kolei oznacza, ze y = x(mod(1l — a)) i w takim razie

R(¢) = |Zp/(1 - a)Zp|‘
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Z drugiej strony (1 — a)Z, = p*»""9Z, = |1 — a|, ' Z,, wigc
R(¢) =l —al," =la—1];"
1 otrzymujemy, ze
R(¢") =1 —a"|;" = |a" =11,

dla kazdego n € N.

Rozwazmy teraz Z¢, d > 2. Z lematu 3.0.1 otrzymujemy, ze End(Z{) = My(Z,). Dla
dowolnej macierzy A € My(Z,) istnieje macierz diagonalna D € M,(Z,) oraz macierze
unimodularne E, F' € My(Z,) takie, ze D = EAF.

Lemat 3.0.2. Dla endomorfizmu ¢, : Z¢ — Z¢ zachodzi nastepujacy wzor
R(¢,) = |Coker(1 — )| = [ det(®, — Id)[,",
gdzie @, jest macierza odwzorowania ¢,.

Dowdd. Niech D, E, F € My(Z,) beda takie, ze D = E(Id — ®,)F, gdzie D = (a;) jest

macierza diagonalna, a; € Z,,1 < i < d oraz macierze F/, I sa unimodularne. Wtedy
R(éy) = |Coker(1 — ¢,)| = |Z¢ : (Id — @,)Z| = |Z¢ : DZ| =
=\Zy : a1 Zy| - Ly : asy) - ... - |Zy : agZy| = |a1\;1 e |ad|;1 =

= | det(D)[;" = | det(Id — @,)|;" = | det(®, — Id)|;".

p

]

Aby obliczy¢ warto$¢ wyrazen postaci |a™ — 1], dla |a|, = 1 wystepujacych w ciagu

R(¢") = |a™ — 1], n > 0 postuzymy si¢ ponizszym lematem.

Lemat 3.0.3. [5, Lemat 2], [42, Lemat 4.9] Niech K, bedzie niearchimedesowym ciatem
lokalnym i wezmy z € K,. Zat6zmy, ze |z|, = 1 oraz x ma nieskoficzony rzad multiplika-
tywny. Przez p > 0 oznaczmy charakterystyke ciata reszt F;,, za$§ v € N oznaczaé bgdzie
multiplikatywny rzad obrazu elementu x w F,. Wtedy |z" — 1|, = 1l oile (y,n) = 11i
~ # 1. Ponadto istnieja state 0 < C' < 111y > 0 takie, ze jesli n = kvyp”, gdzie (p, k) = 1
ir>ryto|z” — 1|, =C|p|, ,oile char(K,) = 0.
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Udowodnimy teraz dychotomi¢ Po6lyi—Carlsona migedzy wymiernoScia a istnieniem

brzegu naturalnego zeta funkcji Reidemeistera endomorfizméw grup Zg, d > 1 (patrz tez
[6]).

Twierdzenie 3.0.4. Niech ¢, : Zg — Zg bedzie endomorfizmem oswojonym oraz
AL, Ao, . Ag € @p beda wartosciami wlasnymi macierzy ®,, liczac wraz z krotnoSciami.
Woweczas zeta funkcja Reidemeistera R, (2) jest albo funkcja wymierna, albo okrag jed-
nostkowy jest jej brzegiem naturalnym, przy czym druga sytuacja zachodzi wtedy 1 tylko

wtedy, gdy |\;|, = 1 dlapewnegoi € {1,...,d}.

Dowdd. Rozpatrzmy najpierw przypadek grupy Z,, poniewaz ilustruje on niektore idee
potrzebne do udowodnienia dychotomii w ogélnym przypadku, tj. gdy d > 1. Na mocy
3.0.1, ¢p(7) = ax, gdzie a € Z,. Stad |a|, < 1. Wéwczas liczby Reidemeistera R(¢;) =
la™ — 1|;" dla kazdego n € N. Jesli |al, < 1, to R(¢p) = |a™ — 1|,;* = 1 dla kazdego
n € N. Stad promien zbieznosci Ry, (2) jest réwny 1, za$ zeta funkcja Reidemeistera
Ry, (2) = 1+ jest funkcja wymierna. Niech zapis a(n) << b(n) oznacza, ze istnieje stata
c niezalezna od n, dla ktérej a(n) < c - b(n). Zalézmy, ze |a|, = 1. Wyprowadzimy
ograniczenie

1
— << e = 1], < 1, (3.1)
n

aby nastepnie pokazac, ze promien zbieznosci Ry, (z) jest rowny 1. Ograniczenie gérne
w (3.1) wynika z definicji normy p-adycznej. Mozemy przyjaé, ze |a™ — 1|, < 1. Niech
F' oznacza najmniejsze ciato, ktére zawiera QQ,,, jest algebraicznie domknigte oraz zupeine

wzglgdem metryki | - |,. Logarytm p-adyczny log, jest zdefiniowany nastepujaco

1)n+1
log,(1+ 2) Z

i jest zbiezny dla kazdego z € F' takiego, ze |z|, < 1. Ktadac z = a" — 1 otrzymujemy, ze

(an_D_(a”;l) +(a”;l)

logp(a”) =
a wigc |log,(a")|, < |a™ — 1],. Z kolei

1
<< Inlog,(a)l, = [log,(a")],

zachodzi zawsze 1 w efekcie otrzymujemy (3.1). Na mocy ograniczenia (3.1) oraz wzoru
Cauchy’ego-Hadamarda wynika, ze promien zbieznosci funkcji Ry, (2) jest rtéwny 1. Po-

zostaje zatem jeszcze pokazad, ze jesli |al, = 1, to zeta funkcja Reidemeistera R, (2) jest
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niewymierna a co za tym idzie, na mocy lematu 2.3.7 oraz twierdzenia Pdlyi—Carlsona,

okrag jednostkowy jest jej naturalnym brzegiem. Zat6zmy zatem, ze Ry, (z) jest wymierna

0o
n=1

a wigc, na mocy lematu 2.3.7, funkcja Z,(z) = R(¢})z" réwniez jest wymierna. W
takim razie ciag [(¢; ) spelnia liniowa relacje rekurencyjna. Zdefiniujmy n = ~p" gdzie

r € Z>p. Na mocy lematu 3.0.3 otrzymujemy, ze

R(¢,") = R(ep),

o ile k jest wzglgdnie pierwsza z n. Wobec tego R(¢}) przyjmuje nieskoficzenie wiele
warto$ci nieskoniczenie wiele razy. W takim razie, w oparciu o wynik Myersona i van
der Poortena [46, Stwierdzenie 2], nie moze on spetnia¢ rekurencji liniowej, co daje

sprzecznosc.

Rozwazmy teraz ogdlny przypadek endomorfizmu oswojonego ¢, : Z;f — Zg, d> 1.

Z lematu 3.0.2 otrzymujemy
d
R(¢},) = |Coker(1 — ¢})| = [det(®) — Id)[,* = [T A} — 1],
i=1

gdzie ®,, jest macierza homomorfizmu ¢y, za$ A\;, \a, ... \g € @p sq wartosciami wlasnymi
macierzy ®,, liczac wraz z krotnosciami. Wspétczynniki wielomianu [T%, (X — );) leza w
Z,. W szczegblnoscei |\;|, < 1 dlakazdegoi € {1,...,d} (patrz [23]). Jesli |\;|, < 1 dla
kazdegoi € {1,...,d},to R(¢r) =TI, |A\! — 1|, ' = 1 dlakazdego n € N. Wobec tego,
promieni zbieznosci szeregu Ry, (2) jest rtéwny 1 a zeta funkcja Reidemeistera Ry (z) =
T jest funkcja wymierna. Jesli |A;|, = 1 dla pewnego i € {1,...,d}, to ograniczenie
(3.1) implikuje ograniczenie

1 d

5 << R(¢p) = H1 AP =1t < 1 (3.2)
Stad, na mocy wzoru Cauchy’ego-Hadamarda i (3.2), promieni zbieznosci Ry, (2) jest
réwny 1. Wystarczy teraz pokazad, ze jesli |\;|, = 1 dla pewnego ¢ € {1,...,d}, to zeta
funkcja Reidemeistera Ry, (2) jest niewymierna. Oznacza to, Ze na mocy lematu 2.3.7 oraz
twierdzenia P6lyi—Carlsona, okrag jednostkowy jest brzegiem naturalnym funkcji Ry, (2).
Zatézmy wigc, ze zeta funkcja Reidemeistera Ry, (z) jest wymierna. Wéwczas z lematu

)
n=1

2.3.7 wynika, ze funkcja Z,(z) = R(¢y)z" réwniez jest funkcja wymierna. Wobec
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tego, ciag R(¢),) spetnia liniowa zalezno$¢ rekurencyjna. Zdefiniujmy n = ¢°yp", gdzie

r € Z>p. Na mocy lematu 3.0.3 otrzymujemy, ze
R(¢,") = R(¢})

o ile k jest wzglednie pierwsza z n a wigc ciag [(¢; ) przyjmuje nieskoficzenie wiele war-
tosci nieskoriczenie wiele razy. W takim razie, w oparciu o wynik Myersona i van der
Poortena [46, Stwierdzenie 2], nie moze on spetniaé rekurencji liniowej, co daje sprzecz-

nos¢. ]
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Rozdzial 4

Dychotomia zeta funkcji Reidemeistera

odwzorowania ciaglego

Rozwazmy ciagte odwzorowanie f : X — X przestrzeni topologicznej X posiadajacej
nakrycie uniwersalne p : X — X oraz niech f: X — X bedzie podniesieniem odwzoro-
wania f, tzn po f = f op. Podzbiér p(Fiz(f)) C Fiz(f) nazywamy klasa punktu statego
odwzorowania f wyznaczong przez klas¢ podniesienia | f] Klasy podniesienia odwzo-
rowania sg klasami réwnowaznosci relacji sprzg¢zenia. Przypomnijmy znany fakt taczacy

whasnosci klas podniesienia i klas punktéw statych.
Lemat 4.0.1. [35]

(1) Fix(f) = Up(Fix(f)).

2) p(Fix(f)) = p(Fix(f")) o ile [f] = [f'].

3) p(Fix(f)) Np(Fix(f")) = 0 jesli [f] # [f"]-

Niech f : X — X bedzie ustalonym podniesieniem ciagtego odwzorowania
f : X — X przestrzeni topologiczej X, za$ I' bedzie grupa przesunieé¢ nakrycia X
przestrzeni X. Wtedy kazde podniesienie odwzorowania f mozna zapisaé w spos6b
jednoznaczny jako v o f, v € I, za§ elementy z I' moga by¢ traktowane jako wspéirzedne
podniesienia 7y o f . Wobec tego dla kazdego elementu v € I, ztozenie f o vy takze jest
podniesieniem odwzorowania f, zatem istnieje wyznaczony w sposéb jednoznaczny

element 4/ € T taki, ze ' o f = f o . Odwzorowanie y — 7/ jest wyznaczone przez f i
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jest homomorfizmem.

Definicja 4.0.2. Endomorfizm f, : I' — I’ wyznaczony przez podniesienie f odwzorowa-
nia f definiujemy nastgpujaco

f(y)of=Fon.

Znanym faktem jest, ze I' = m(X). Utozsamienie 7 = (X, x¢) oraz I" przebiega
nastgpujaco. Wybierzmy punkt bazowy o € X oraz Ty € p '(xg) C X. Istnieje wza-
jemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy X a klasami homotopii drég w przestrzeni
X zaczynajacych sie w punkcie z,. Mianowicie, dla danego # € X bierzemy dowolna
droge z 7y do Z 1 rzutujemy ja na X. Z drugiej strony mozemy podnies¢ droge c rozpo-
czynajaca sie w punkcie zo € X do drogi w X rozpoczynajacej sic w &, i wyznaczy¢ jej
punkt koicowy. W ten sposéb mozemy utozsami¢ punkty przestrzeni X z klasami drég
< ¢ > w X rozpoczynajacych si¢ w punkcie zy. Po takim utozsamieniu o =< e > jest
elementem neutralnym grupy 7 (X, x¢). Dziatanie klasy petli « =< a >€ m;(X, x) na
X jest zdefiniowane nastepujaco

a=<ag><c>—uac=<ac>.

Otrzymujemy zatem zaleznoS¢ pomiedzy

fom—om

oraz
fot (X, 20) — m(X, f(20))-

opisang w ponizszym lemacie.
Lemat 4.0.3. Niech f (Zo) =< w >. Wtedy istnieje diagram przemienny

m(X,m) L m(X, f(z0))

f* N 1w,
7T1(X, l’o)

Lemat 4.0.4. [35] Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢, nazywana bijekcjq
Reidemeistera pomiedzy klasami podniesieri f i klasami f,-sprzezonosci w 7. Klasa pod-

niesienia [y o f] odpowiada klasie f,-sprzezonosci elementu . Wobec tego R(f) = R(f,).
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Z punktu widzenia teorii uktadéw dynamicznych zajmujemy si¢ rozwazaniem iteracji
odwzorowania f przy zatozeniu, ze R(f") < oo dla wszystkich n > 0. W takiej sytuacji
zeta funkcja Reidemeistera odwzorowania f jest zdefiniowana nastgpujaco ([18]).

Ry(2) = exp (fj R(fn)z"> .

n=1 n

Na mocy lematu 4.0.4 mozemy zastosowaé rezultaty z rozdzialu 2 do zeta funkcji

Reidemeistera odwzorowania ciagtego.

Podobnie, twierdzenie 2.3.10 implikuje dychotomi¢ migdzy wymiernoS$cia a istnieniem

brzegu naturalnego zeta funkcji Reidemeistera odwzorowania ciagtego.

Twierdzenie 4.0.5. Niech f, : ' — I' bedzie automorfizmem przeliczalnej abelowej grupy
podstawowej I przestrzeni X bedacej podgrupa w Q?, gdzie d > 1 . Zatézmy,ze I jako

R = Z[t]-modut spetnia nastgpujace warunki.

(1) Zbidr stowarzyszonych ideatéw pierwszych Ass(I") jest skonczony i sktada si¢ wy-

tacznie z niezerowych ideatéw gtéwnych pierscienia wielomianow R = Z[t].

(2) Odwzorowanie g — (t/ — 1)g jest monomorfizmem grupy I" dla wszystkich j € N,
(réwnowaznie t/ — 1 ¢ p dla kazdego p € Ass(T) i dla kazdego j € N).

(3) Dla kazdego p € Ass(I'), m(p) = dimg, I'y < oo, gdzie K(p) oznacza ciato utam-
kéw pierscienia R/p, za$§ G, = G @ K(p).

Wtedy istnieja algebraiczne ciala liczbowe Ky, ... K, zbiory skoiiczonych miejsc P; C
P(K,;), S; = P(K;) \ P, oraz elementy &; € K;, z ktérych zaden nie jest pierwiastkiem z
jedynki dla kazdego i = 1, ..., n takie, ze

R =R =TII1 1€ -1," =111¢ =1z =T 1€ = Upeus,  (@&1)

i=1lveP; i=1 =1

dla wszystkich j € N. Zalézmy ponadto, ze ostatni iloczyn w (4.1) sktada si¢ ze skoniczenie
wielu miejsc oraz, ze |;|, # 1 dla kazdego v w zbiorze nieskoriczonych miejsc P of K;
dla wszystkichi =1,... n.

Wtedy zeta funkcja Reidemeistera Ry(z) = Ry, (z) jest albo funkcja wymierna, albo ma
brzeg naturalny w postaci swojego okregu zbieznosci, przy czym druga sytuacja zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy |&;|, = 1 dla pewnegov € S;, 1 < i < n.
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Rozwazmy skonczenie generowang beztorsyjna grupe nilpotentng I'. Znanym faktem
jest, ze grupa ta jest jednorodna dyskretng podgrupa jednospéjnej nilpotentnej grupy Liego
G (jednorodnos¢ oznacza, ze przestrzen ilorazowa M = G /I jest zwarta)[39]. Przestrzen
ilorazowa M = G/I" nazywamy nilrozmaitosciq. Poniewaz I' = m(M) oraz M jest
K(T', 1), to kazdy endomorfizm ¢ : ' — I' moze by¢ zrealizowany przez odwzorowanie
f: M — M takie, ze f, = ¢ istad R(f) = R(¢). Dowolny endomorfizm ¢ : I' — T°
moze by¢ przedluzony w sposéb jednoznaczny do endomorfizmu F' : G — G. Niech

F : G — G bedzie endomorfizmem algebry Liego indukowanym z F.

Lemat 4.0.6. [19, Twierdzenie 23], [22, Twierdzenie 5] Niech ¢ : ' — I' bgdzie oswo-
jonym endomorfizmem skonczenie generowanej beztorsyjnej grupy nilpotentnej I'. Wow-

czas zeta funkcja Reidemeistera R,;(z) = Ry(z) jest funkcja wymierna i spetnia réwnanie

Ry(2) = Ry(2) = Ly((=1)P2) V", (4.2)

gdzie p jest liczbg wartosci wlasnych o € Spectr(F) takich, ze p < —1, za$ r jest liczba
rzeczywistych wartosci wtasnych macierzy F, ktérych wartosé bezwzgledna jest wigksza

niz 1.

Dowdd. Niech f : M — M bedzie odwzorowaniem realizujacym ¢ na zwartej nilro-
zmaitosci M. Zatézmy, ze liczba Reidemeistera R(f) = R(¢) jest skonczona a zatem
liczba Lefschetza L(f) # 0 [22]. Na mocy twierdzenia Anosova [1] jesli L(f) # 0, to

N(f) =|L(f)| = R(f). Poniewaz L(f) = det(F — 1) [1], to dla kazdego n > 1
R(¢") = R(f") = [L(f")| = | det(1 — F")| =

= (=) det(1 — F™) = (=1)""P"L(f™).

Teza wynika teraz z bezposrednich obliczen. O
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Rozdziat 5

Zeta funkcja Reidemeistera

koincydencji

Niech ¢, : G — G bgda endomorfizmami skonficzenie generowanej grupy . Elementy
a,/ € G nazywamy (¢,1) — sprzezonymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element
~v € (G taki, ze

o =y(y)ap(y)™h

Liczbe klas (¢, 1)-sprzezonosci nazywamy liczba Reidemeistera koincydencji endomorfi-
zmow ¢ i 1 i oznaczamy ja przez R(¢p, ). Jesli ¢ = id, to klasy (¢, id)-sprzgzonosci sa
po prostu klasami ¢-sprzgzonosci w grupie G oraz R(¢,id) = R(¢). Liczby Reideme-
istera koincydencji R(¢,) znajduja zastosowanie takze migdzy innymi w topologicznej
teorii koincydencji Nielsena—Reidemeistera. Gtéwnym obszarem naszych zainteresowan
pozostaje jednak ciag liczb catkowitych R(¢", ™) tworzacy wspétczynniki zeta funkcji
Reidemeistera koincydencji oraz badanie wtasnosci tej funkcji zdefiniowanej w nastgpu-
jacy sposob.
Ryp(2) = exp (i Wz") .
n=1

Oczywiscie, analogicznie jak poprzednio, rozwazajac zeta funkcj¢ Reidemeistera koin-
cydencji Ry, (2) za kazdym razem zaktada¢ bedziemy, ze jest ona dobrze okreslona, tzn.
R(¢™,¥™,) < oo dla kazdego n > 0. Innymi stowy, zaktadamy, ze para endomorfizméw

@, jest oswojona.
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Lemat 5.0.1. Niech ¢, 1 : G — G bgda dwoma automorfizmami. Dwa elementy z,y € G
sa 1)~ ¢-sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy elementy () i ¥ (y) sa (v, ¢)-sprzezone.
Stad liczby Reidemeistera R(¢~1¢) i R(¢,) sa sobie réwne. Dla pary wzajemnie komu-
tujacych oswojonych automorfizméw ¢, : G — G, zeta funkcja Reidemeistera koincy-

dencji R, (%) jest réwna zeta funkcji Reidemeistera R,,-14(z).

Dowdd. JeSli x i y sa 1~ '¢-sprzezone, to istnieje element ¢ € G taki, ze x

gyl e(g7"). W takim razie ¢(z) = ¥(9)¢(y)¢(g~") a zatem ¥ (x) i (y) sa (¢, 1))-

sprzgzone. Stwierdzenie odwrotne wynika z odwrdcenia implikacji.

[ |

Kazda para automorfizméw ¢, 1) : I' — I' skoiczenie generowanej beztorsyjnej grupy
nilpotentnej [' moze by¢ wyrazona za pomoca pary homeomorfizméw f,g : M — M ta-
kich, ze f, = ¢ig. = ¢ astad R(¢g7'f) = R(¢¥"'¢) = R(¢, ). Dowolny automorfizm
1~1¢ : T' — I mozna w spos6b jednoznaczny przedtuzy¢ do automorfizmu L : G — G.
Niech L : G — G bedzie odpowiadajacym mu automorfizmem algebry Liego indukowa-
nym z L. Lemat 5.0.1 i lemat 4.0.6 implikuja nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.0.2. Niech ¢,v¢ : I' — I bedzie para oswojonych, wzajemnie komutuja-
cych automorfizméw skoriczenie generowanej beztorsyjnej nilpotentnej grupy I'. Wtedy
zeta funkcja Reidemeistera koincydencji Ry ,(z) jest funkcja wymierna i zadaje si¢ wzo-
rem

Ry (2) = Ry-14(2) = Ry15(2) = Ly-1,((=1)P2) 7, (5.1)
gdzie p jest liczba wartoSci wlasnych p € Spectr(i) takich, ze © < —1 a r jest liczba
rzeczywistych wartosci wtasnych macierzy L, ktérych warto$é bezwzgledna jest wicksza

niz 1.

5.1 Dychotomia Pdlyi — Carlsona zeta funkcji Reidemeistera koin-
cydencji endomorfizmow nieskonczenie generowanych podgrup
Qhd>1

Ponizszy paragraf poswigcimy rezultatom dotyczacym dychotomii P6lyi—Carlsona pomig-
dzy wymiernos$cia i istnieniem brzegu naturalnego zeta funkcji Reidemeistera koincydencji

w przypadku endomorfizméw grup abelowych.
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Niech ¢,v : G — G beda endomorfizmami przeliczalnej grupy abelowej G bedacej
podgrupa w Q%, d > 11 niech R = Z|[t,, ;] bedzie pierscieniem wielomianéw. Wtedy
grupa G jest naturalnie wyposazona w strukturg R-modutu nad pierscieniem R = Z[ty, t,],
gdzie mnozeniu przez t4 oraz t,, odpowiada zastosowanie endomorfizméw ¢ i, tzn. t4g =
®(g),tyg = ¥(g) i rozszerzenie tego mnozenia w naturalny sposéb na wielomiany - dla
elementu g € Gi f = 3, ny)ez2 Cmma)ty -ty € R = Z[ty,ty] definiujemy

f9= Z C(”lvnz)t tw 9= Z C(n17n2)¢nlwn2 (g)v

(n1,n2)€Z2 (n1,m2)€Z?

gdzie wszystkie, poza skonczona iloscia, wspotczynniki ¢y, ,,) € Z sa rowne zeru. Jest to

standardowa procedura, szerzej opisana w [51].

Ponizsze twierdzenie, dotyczace istnienia dychotomii P6lyi—Carlsona pomigdzy wy-
miernoScig zeta funkcji Reidemeistera koincydencji a istnieniem brzegu naturalnego tej

funkcji, stanowi gtdwny rezultat niniejszego rozdziatu.

Twierdzenie 5.1.1. Niech ¢,7 : G — G beda komutujacymi endomorfizmami przeli-
czalnej grupy abelowej G bedacej podgrupa w Q?, gdzie d > 1. Zatézmy, ze G jako
R = Z|ty, ty]- modut spelnia nastepujace warunki.

(1) Zbiér stowarzyszonych ideatéw pierwszych Ass(G) jest skoriczony i sktada si¢ wy-

tacznie z niezerowych ideatéw gtéwnych pierscienia wielomianéw R = Z[t,, t,].

(2) Odwzorowanie g — (tfzs — t{b) g jest monomorfizmem grupy G dla wszystkich j € N
(réwnowaznie té — tfp ¢ p dla kazdego p € Ass(G) i dla kazdego j € N).

(3) Dla kazdego p € Ass(G), m(p) = dimgy) G, < oo, gdzie K(p) oznacza ciato
utamkéw pierscienia R/p, za§ G, = G Qr K (p)

Wtedy istnieja algebraiczne ciata liczbowe Ky, ..., K,, zbiory skoficzonych miejsc P; C
P(K;), S; = P(K;) \ P, oraz elementy &, 1m; € K; , & #nl,i=1,..., n takie, ze

n

R(¢7,47) = H I 1€ —1,° Hlﬁf—nﬂ;}=H|€£—n§|pimusi (5.2)

1=1vEP; =1 =1

dla kazdego 5 € N.
Zatézmy dodatkowo, ze ostatni iloczyn w (5.2) sktada si¢ ze skonczenie wielu miejsc

oraz, ze |&;|, # |n:|» dla wszystkich v w zbiorze nieskoriczonych miejsc P ciata K;, i =
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1,...,n. Wtedy zeta funkcja Reidemeistera koincydencji R, ,(2) jest albo wymierna, albo
okrag zbieznoSci jest naturalnym brzegiem tej funkcji, przy czym druga sytuacja zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy [&;|, = |7, dla pewnego v € S;, 1 <7 < n.

Dowod. W przypadku, gdy ¢, 1) sa endomorfizmami grupy abelowej G, liczba Reideme-
istera koincydencji R(¢, 1) = | Coker(¢ — )| = |G/Im(¢ — )|. Poniewaz G jest jed-
noczesnie podgrupa w Q?, d > 1 oraz zbiér stowarzyszonych idealéw pierwszych Ass(G)
jest skoriczony i sktada sig z idealow pierwszych p C R = Z[t,, t,] takich, ze pNZ = {0},
za$ wymiar Krulla kdim(R/p) = 1, to cialo utamkéw pierScienia R/p jest algebraicznym
ciatem liczbowym. Po lokalizacji w U = Z — {0}, naturalne odwzorowanie G — U~'G
jest monomorfizmem. Wymienione wczesniej zalozenia (1) - (3) wymuszaja, aby UG

byt modutem noetherowskim nad Q = Q[t,, t,,]. Wobec tego, istnieje filtracja

{0} =GocG,C---CG,=U""'G, (5.3)
w ktérej G;/G;_1 = Q/q; dla idealéw maksymalnych q,, ..., q, C Q,1 < i < n takich, ze
{aiNZ[ty, ty] : 1 < i< n} = Ass(GQ). Po identyfikacji grupy G z jej obrazem U~'G oraz

wyznaczajac przekrdj taficucha (5.3) z G otrzymujemy

Zauwazmy, ze wtedy dla kazdego 1 < 7 < n istnieje indukowana inkluzja
R L; G, Q
— — 2 =K i) = Kz
anNR  Lig Gic1 4 (b

w ktorej kazdy iloraz L;/L;_; w naturalny sposéb staje si¢ modutem nad dziedzina R/(¢;N

R) i zanurza w swoim ciele utamkéw K, ktére z kolei mozna utozsamié z cialem 9 /g;.
Ponadto N; = L;/L; 1 mozna traktowa¢ jako ideat utamkowy w F; = R/p;. Na mocy
Lematu 2.3.2(1)

Li

‘ Ly
(t —ty) L

Lioi N (), — )L

)

_ ‘ N
(ty, — ty)Ni
gdzie 1 <1 < n. WeZmy y € L, oraz niech p oznacza obraz elementu y € N; za$ &; oraz
n; beda obrazami elementéwltqg oraz ty w E;. JeSli (tfb - tf/j)y €Ly, t0(& —nlp=0.
Zatozenie (2) implikuje, ze té — ti, ¢ pi,Wi@C (ff —n!) #0. Zatem p = O oraz y € L;_ ;.
Wynika z tego, ze L;_1 N (t) — t},) L; = (t}, — t;,) Li—1 i otrzymujemy, ze
’ L; _ ’ N; Li
(th —t),) L (th — ), )Nell (), — t)) Lia

. (5.5)
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Po zastosowaniu (5.5) do kazdego z modutow L;,1 < i < n otrzymujemy
G/t —t,)G| = HIN/ (£ — t))Nil.

Rozwazmy teraz pojedynczy czynnik |N;/ (tfi, — tfp)NZ] Poniewaz F; jest skonczenie
generowang dziedzina, z [13, Twierdzenie 4.14], [43, Twierdzenie 1.1] wynika, ze cal-
kowite domknigcie D; dziedziny E; w K, jest skoniczenie generowana dziedzing Dede-
kinda i w takim razie D; jest skoficzenie generowany jako F;-modul. Mozemy traktowac
I; = D; ®g, N, jako ideat utamkowy w D;. Z lematu 2.3.3 oraz lematu 2.3.2(2) otrzymu-
jemy, ze |N;/(&] —n)Ni| = |1/ (€] — n}) ;| (pauz [43]). Traktujac /(& — n})I; jako
D;-modul, znajdujac dla niego ciag kompozycyjny i sukcesywnie lokalizujac go w kazdym

ze stowarzyszonych idealow pierwszych otrzymujemy, ze

|1/ (& — )| = H | gon&miot),
meAss(I;/(&] —n}) i)
gdzie gn = |Di/m| oraz 6w(&, mi, 1;) = dimp, m(Li/(§) — n!)I)m. Niech P, = {m €
Spec(D;) : Iy # K;}. Poniewaz P, = (); = {v € P(K,) : |NV;|, jest ograniczonym
podzbiorem R}, to powyzszy iloczyn moze by¢ indeksowany przez m € P;. Kazda loka-
lizacja (D;)n jest innym pierScieniem waluacyjnym ciata K;, za§ P, mozna utozsamic ze
zbiorem skorniczonych miejsc ciata globalnego K;. Ponadto, dowolny element z K; moze
by¢ zapisany jako un*, gdzie u jest jednoscia w (D), k € Z, zas T jest uniformizatorem
ideatu (D;)n. Stad, jesli I, # K;, to istnieje B € N takie, ze 77 € I, oraz v, > —B
dla kazdego z € I, ale wtedy I, = (D;)nm 5, kt6ry jest izomorficzny z (D;),, jako ideat
utamkowy w D;.
Poniewaz 6 (&, 7, D;) = vm(&) — 177), to ostatecznie otrzymujemy, ze
1/(6 =)l = TL air @) = T g™ = 1 1 — il
mep; mep; mep;

gdzie | - |, jest znormalizowang wartoscia bezwzgledna stowarzyszona z (D; )y, co koficzy
dowdd wzoru na liczbg Reidmeistera (5.2).

Niech teraz S; = {v € S; : |&i|o # |nilo}s Si* = {v € S;  |&lv > |nilo} oraz

Y

Si\S7

76) =]

G-
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IT Imil%ee

=1

J . £ J
<Y oo €Y -,
( ) P g Si i Sx

Zatem R(¢’,17) = f(j)g(j) na mocy drugiego wyrazenia w (5.2). Z wiasnosci ultrame-

T [ R

Uzywajac odpowiedniego wielomianu symetrycznego mozemy rozszerzy¢ czynnik

) -

tryki otrzymujemy, ze

ok
Si

P
K2

aby przeksztatcié g(j) do postaci

3) =Y dnwl, (5.6)

IeT

gdzie 7 jest zbiorem indeksowanym przez zbiér skoficzony, d; € {—1,1}, zas w; € C.
Zatem na mocy (5.6)

1€l

R¢w = exp (Zd lU[Z ) .
7j=1

Jesli S; \ SF = @ dlakazdegoi = 1,...,n, to f(j) = 1 i wtedy zeta funkcja Reidemeistera
koincydencji R, (%) jest funkcja wymierna. Zat6zmy wigc, ze S; \ S; # @ dla pewnego
. Na mocy lematu 2.3.7, wystarczy pokazac istnienie brzegu naturalnego szeregu

Zd]Zf w[Z

IeZl J=1

Zauwazmy, ze limsup,, ,._ f(j)'/7 = 1 (patrz [5, dowéd Lematu 17]). Zatem dla kazdego
I € 7, szereg

Z f wIZ

ma promiefi zbieznosci réwny |w;|~'. Poniewaz ||, # |ni|, dla v € P, to istnieje
element dominujacy w; w rozwinigciu (5.6) oraz |w;| > |w;| dla kazdego I # J. Skoro
zas |wy| ™! < |w;|7! dla kazdego I # J, to wystarczy pokazal, ze okrag zbieznosci |z| =

lwy|~" jest brzegiem naturalnym szeregu >5°, f(j)(w;z)’. Jest to jednak doktadnie ten
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przypadek, kiedy okrag jednostkowy jest brzegiem naturalnym 222, f(j )27, co z kolei
zostato juz oméwione w lemacie 2.3.9.
[]

Uwaga 5.1.2. Jesli ¢ = id, to Ry 4(2) = Ry(2) i zachodzi twierdzenie 2.3.10.

5.2 Przyklady

Niech G = Z[%] bedzie nieskonczenie generowang abelowa grupe, zas ¢ : g — 6g oraz
Y : g — 3¢ jej endomorfizmami. Na mocy twierdzenia 5.1.1 oraz po prostych obliczeniach

otrzymujemy, ze
R(¢",¢") = | Coker(¢" — ¢")[ = [6" = 3"[ - [6" — 3"[3 = |2" — 1] - [2" — 1]5.

Stad, zeta funkcja Reidemeistera koincydencji jest rowna

< 2m — 1] 2n — 1
R, (2) = exp (Z | -] |3z”> )

n=1 n

Uzywajac metody zaprezentowanej przez G. Everesta, V. Stangoe i T. Warda w [14, Lemat
4.1] dla zeta funkcji Artina—Mazura endomorfizmu zwartej abelowej grupy dualnej otrzy-
mujemy, ze modut zeta funkcji Reidemeistera koincydencji mozna zapisaé jako ponizszy

iloczyn.

1/6 o 1/3%97

1

J=1

1—2?

1— (22)>¥
11— (22)2

1 — Z2><33'

1/2’

1—2
|R<,0w |_‘

1—(22)?
1— 22

Wynika z tego, ze szereg okreslajacy zeta funkcje Reidemeistera koincydencjiRR, ,(2) ma

1 271'1]/3

zera we wszystkich punktach postaci r > 1lawige |z| = % jest brzegiem natural-

nym zeta funkcji Reidemeistera komcydench%w (2).
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Rozdzial 6

Wymiernos¢ zeta funkcji Reidemeistera
koincydencji endomorfizméw skonczenie
generowanych beztorsyjnych grup

nilpotentnych

Rozwazmy powszechnie znany przyktad.
Przyklad 6.0.1. [23, Przyktad 1.3] Niech G = (Z,+) bedzie nieskoficzona grupa cy-
kliczna i niech
O 27— 7L, x+—dyx oraz Vi L — 7, xvwdyx,
gdzie dy, d,, € Z. Liczba Reidemeistera koincydencji R(¢, 1) endomorfizméw ¢, ¢ grupy

abelowej G jest rowna mocy grupy ilorazowej Coker(¢ — 1) = G/Im(¢ — ) (lub
Coker(¢ — ¢) = G/Im(yp — ¢)). Zatem

n n |dy —dg| gdy dg # dy,
R(g"ym) =4 " 7 e
00 w przeciwnym przypadku.
W takim razie para (¢, 1) jest oswojona, gdy |d,| # |dy| i wobec tego
1— dQZ
R e

edzie d, = max{|dy, |dy|} i dy = %%
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Celem niniejszego rozdziatu jest uogdlnienie powyzszego przyktadu na skonczenie ge-
nerowane beztorsyjne grupy nilpotentne. Niech GG bedzie grupa skoriczenie generowana
oraz ¢, : G — G jej endomorfizmami.

Dla dowolnej grupy G definiujemy k-ty komutator v (G) nastgpujaco

’Yk+1(G) = [Gv ’Yk(G)]-

Dla podgrupy H grupy G, definiujemy izolator {/H podgrupy H w grupie G jako
VH = {g € G|g¢" e H dlapewnego n € N}.

Zauwazmy, ze w ogdlnosci izolator podgrupy H nie musi by¢ podgrupa. Na przyktad,

izolatorem grupy trywialnej jest zbior elementéw torsyjnych grupy G.
Lemat 6.0.2. [9, lemat 1.1.2, Lemat 1.1.4)] Niech G begdzie grupa. Wtedy
(i) dla kazdego k € N, {/vx(G) jest catkowicie charakterystyczng podgrupa w G,

(ii) dlakazdego k € N, grupa ilorazowa G/ {/~i(G) jest beztorsyjna,

(iii) dla wszystkich k, ! € N komutator | f/vk(G), f/w(G)] < Yvu(G),

(iv) dla wszystkich k,! € N takich, ze k > [ jesli M = {/,(G), to

INw(GIM) = §n(G)/M.

Dostosowany dolny ciqg centralny grupy G definiujemy jako ciag

G = {n(G) 2 @ = G = ..

w ktérym 7, (G) jest k-tym komutatorem grupy GG. Dostosowany dolny ciag centralny
stablizuje si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy G jest beztorsyjna grupa nilpotentna. Co wig-

cej, wszystkie ilorazy f/fyk(G) / f/'ka(G) sa beztorsyjne. W szczegdlnosci, gdy G
jest skoniczenie generowang beztorsyjna grupa nilpotentna, to ilorazy te sa skoriczenie

generowanymi beztorsyjnymi grupami abelowymi, tzn. dla wszystkich £ € N zachodzi
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(\;/%(G)/ f/ka(G) =~ 7% dla pewnego d;, € N.

Niech N bedzie normalng podgrupa grupy G, zas ¢,v¢ € End(G) beda endomorfi-
zmami takimi, ze ¢(N) C N,¢(N) C N. Oznaczmy obcigcie ¢ do N przez ¢|y, ¢ do
N przez ¢ |y, za$ endomorfizmy indukowane na ilorazie G/N przez ¢',)'odpowiednio.

Istnieje wtedy nastgpujacy diagram przemienny z doktadnymi wierszami:

1 N -G -—-">5G/N —1
NP N st ,, !
J S J J‘z’ v 6.1)
1 N—G—-2L5G/IN—1

Niech
9{[¢|‘ﬁ7 w|‘ﬁ] = {[n1]¢|N,¢\N7 ey [nR(¢|N7¢\N)]¢\N,¢\N}

beda (¢|n, 1| )-klasami Reidemeistera oraz

R[¢, ' = {[g1N]g v, -+ [9R(er 1) N }

beda (¢', ¢')-klasami Reidemeistera. Zauwazmy, ze zar6wno wlozenie i, jak i projekcja p

indukuja funkcje 7, p na zbiorze klas Reidemeistera w taki sposéb, ze ciag

R, ¢v] —— Rle, 1] —— R[¢, 9] — 0

A

jest doktadny, tzn p is surjekcja, za$ p~1[1] = Im(z), gdzie 1 oznacza element neutralny w
grupie G/N [34].

Lemat 6.0.3. Jesli R(¢|n,¥|n) < 00, R(¢',¢')) < oo oraz N C Z(G), to

R(¢,¢) < R(¢|n, ¥In)R(S,4").

Dowdd. Niech R[¢|n,|n]| oraz R[¢', 1] beda (¢|n,|n)-klasami Reidemeistera oraz
(¢',’)-klasami Reidemeistera odpowiednio. Wezmy g € G. Wtedy gN € [¢;N]y
dla pewnego 7, zatem istnieje element hN € G//N taki, ze

gN = &/ (hN)g;N¢/ (hN)~* = () gig) (h) ' N.
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Wynika z tego, ze istnieje element n € N taki, ze
g=¢'(h)gi¢' (h)"'n.
Z kolei n € [n;]4|y .4y dla pewnego j, zatem istnieje element m € N, dla ktérego
n = ¥|x(m)n;oly(m)~".
Skoro n,m, n;, ¥|n(m), p|n(m) € N C Z(G), to
g = [(hm)](giny)[¢(hm) "],
tj. g € [gin;]4.. Poniewaz wybraliSmy dowolny element g € G, to
R(¢,¢) < R(¢|w, ¥In)R(S,¢).
O

Twierdzenie 6.0.4. Niech N bedzie skoriczenie generowana beztorsyjna grupa nilpotentna,

N = ) 2 (V) 2 2 YA = Yren(V) =1

dostosowanym ciagiem centralnym grupy N. Zatézmy, ze R(¢,1) < oo dla pary ¢,

za$

endomorfizméw grupy N oraz R(¢y, 1x) < oo dla kazdej pary ¢y, 1y, endomorfizméw in-

dukowanych na skoriczenie generowanych beztorsyjnych abelowych grupach ilorazowych

V(N)/ Vs (N) 2 2%, dy e N1 < k<,

wtedy
R(¢,v) = [ R(ow, tr)- (6.2)
k=1
R(6,) = [ Rlowv).
k=1

Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy za pomoca indukcji wzgledem dlugosci dostosowanego
dolnego ciagu centralnego. Niech N, = Y/ (N). Jesli ¢ = 1, teza jest oczywista.
Rozwazmy wigc ¢ > 1 1 zalézmy, ze wzér (6.2) zachodzi dla dostosowanego ciagu
centralnego o dtugosci ¢ — 1. Niech ¢, ¢ € End(N), zatem ¢(N.) € N, ¢(N.) € N, i

wobec tego otrzymujemy ponizszy diagram przemienny krétkich ciagéw doktadnych:

48



1 N, 4+ N -5 N/N, — 1

J{‘bc’wc sz}’zﬁ J(ﬁ/ﬂbl

1 N, —4— N 2+ N/N, — 1

b

w ktérym ¢, 1. sa endomorfizmami indukowanymi na N,.. Iloraz N/N, jest skoficzenie

generowang grupa nilpotentna posiadajaca ciag centralny
N/N.= N{/N.> Ny/N. > ... > N._y/N. > N./N., =1
o dtugosci ¢ — 1. Kazdy iloraz tego szeregu jest postaci

(Nk/Ne)/(Niy1/Ne) = Ni/Niya

oraz, na mocy trzeciego twierdzenia o izomorfizmie, beztorsyjny. Ponadto dla kazdej pary
endomorfizméw (¢}, ¢}.) indukowanej na (Ny/N,)/(Nyy1/N.) zachodzi

Z zalozenia wynika, ze zaréwno R(¢',v') < oo, jak i R(¢pe,1.) < oo. Niech
(1 NcJ g s ooy [gnNel o beda (¢, ¢')-klasami Reidemeistera, zas [c1]g, .y, -5 [Cm]powe
beda (¢, 1).)-klasami Reidemeistera. Poniewaz N. C Z(N), to na mocy lematu 6.0.3
otrzymujemy, ze R(¢,v) < R(¢e,Y.)R(¢',1"). Aby udowodnié nieréwnos¢ w druga
strong, wystarczy wykazac, ze kazda klasa [c;g;]4, odpowiada innej (¢, ¢)-klasie Reide-

meistera. Wowczas otrzymamy, ze

R(¢,1) = R(de, he) R(, ¥)

1 teza wynika z zalozenia indukcyjnego.

Zat6zmy, ze istnieje element b € N taki, ze

cigy = U(h)cagod(h) .

Nastepnie rzutujac na N/N, otrzymujemy, ze

9iNe = p(cigy) = p((h)cagsd(h) 1) = o' (RN) (g Ne) @' (hN,) ™

a zatem [ Ne| gy = [gpNe]gr 4. Niech teraz
cigj = Y (h)cagio(h) ™.
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JeSlih € N.C Z(N), to
¢ig; = ¥(h)cap(h) g,

i w konsekwencji [¢;|¢..p. = [Calpo,p.. Zaltézmy zatem, ze h ¢ N, i ze Ny, jest najmniejsza
grupa w ciagu centralnym, zawierajaca h. Wtedy

cig; = PY(h)cago(h) " &
gjci = ¥(h)cagjd(h) ! &
¢ = g; p(h)cag;o(h) ™ &
¢ = g; W(h)go(h) ey &
ey = g5 0(h)ge(h)™!

1 stad

Skoro ¢;c;t € N, C Niyq oraz [g, (k)™ € Niy1, to

(¢k>(hNk+1) = (%)(hNkH)-

Oznacza to, ze zbiér punktéw koincydencji Coin(¢}, ;) # {1}, z czego wynika, ze

R(¢', 1) = o0, co daje sprzecznosé z zatozeniem. ]

Twierdzenie 6.0.5. Niech ¢,v: N — N bedzie oswojong para endomorfizméw skoricze-
nie generowanej beztorsyjnej nilpotentnej stopnia C' grupy N. Przez ¢y, vy: G — G,
1 < k < c oznaczmy oswojone endomorfizmy indukowane na skoficzenie generowanych

beztorsyjnych abelowych grupach ilorazowych

G = Ne/Newr = You(N)/ s (V) = 2%

pochodzacych z dostosowanego dolnego ciagu centralnego grupy NV dla pewnego dj € N.

Woéwczas prawdziwe sa nastgpujace stwierdzenia.

(1) R(¢",4") = TTiey R(67.wf) dlan € N.
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(2) Niech
(bk,Q’wk,Q: Gk@ — GkQ, 1 < k <c

oznaczaja przedtuzenia endomorfizméw ¢y, 1y, do Gy g = Q7 Gy = Q%. Zalézmy,
ze kazda para endomorfizméw ¢y, @, ¥ @ jest jednoczesnie diagonalizowalna. Niech
ponadto & 1, ..., ka1 k1, - - - 5 Mk,d, DEAA Zespolonymi wartoSciami wlasnymi ¢y, g
oraz 1y o liczac z krotnoSciami, uporzadkowanymi w taki sposob, ze wartoSciami
wlasnymi odwzorowan ¢! o — ¥i'g sa §i'y — Mg - - -5 §la, — Mg, dlan € N Wtedy

¢k Ur) H|§kz 771m (6.3)

dla kazdegon € N.

(3) Zatézmy ponadto, ze || # |meil dlal < k < ¢, 1 < i < dyg. Jesli ¢, ¢ jest
oswojong para endomorfizméw grupy N oraz ¢ g, ¥rqg, 1 < k < ¢ s3 jednoczesnie
diagonalizowalnymi parami endomorfizméw grupy G g, to zeta funkcja Reideme-
istera koincydencji Ry, (2) jest funkcja wymierna.

Dowdd. Liczba Reidemeistera koincydencji R(¢, 1) endomorfizméw ¢, 1) grupy abelowej
G jest réwna mocy grupy ilorazowej Coker(¢ — 1) = G/Im(¢ — 1)) (lub Coker(¢) — ¢) =
G/Im(¢ — ¢)). Niech Ay, By € My, (Z), 1 < k < ¢ beda odpowiednimi macierzami
endomorfizméw ¢y, Yy : G — G indukowanych na skonczenie generowanych beztor-
syjnych abelowych grupach ilorazowych G, = N, /N, = Z%. Istnieje wtedy macierz

diagonalna o wspétczynnikach calkowitych C, = diag(cy, ..., ¢4, ) taka, ze
Cr = My (A — By) Ny,
gdzie M} i Ny sa macierzami unimodularnymi. Wtedy
det Cy = det(Ax — By)
i rzad Coker(¢y, — i) jest rtowny rzedowi grupy Z/c1Z & ..... & Z/cq, Z. Stad
| Coker(¢r — )| = |e1 - - - ca,| = | det Ck| = | det(or — 1x)].

Wtedy
Ry, y') = | Coker(n — i) = [ det(pn — vi)| = [ det(dro — Yro)| = H!é}“ s
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dla kazdegon € N, 1 < k < c. Badajac poszczeg6lne czynniki w

R(eg, ) H|§kz nkz

gdzie 1 < k < ¢, wykazemy wymierno$¢ funkeji Ry (2). Zespolone wartosci wiasne
ki € Spectr(érg), Mki € Spectr(Yrg), Wystepuja w parach wraz ze swoimi sprzeze-
niami zespolonymi & ;, 7r;. Ponadto pary takie mozna ustawi¢ obok siebie w procesie
jednoczesnej diagonalizacji w nastgpujacy sposob.

Niech ¢, ¢, ¥, c oznacza endomorfizm indukowany na przestrzeni wektorowej V' =
C ®g G = C%. Jesliv € V jest jednoczesnie wektorem wlasnym odwzorowania ¢y ¢
odpowiadajacym zespolonej wartoSci wiasnej & 4, 1 wektorem wlasnym odwzorowania
Yy, c odpowiadajacym wartoSci wlasnej 7y, 4, , to istnieje w € V' taki, ze w jest jednoczeSnie
wektorem wlasnym odwzorowania ¢y ¢ odpowiadajacym wartosci wlasnej &, # Er.a,
1 wektorem wlasnym odwzorowania v, ¢ odpowiadajacym wartoSci wlasnej 7 4, (ktéra
moze by¢ réwna 7y, 4, ).

Mozemy wigc zaczaé tworzy¢ flage {¢, 1 }-niezmienniczych podprzestrzeni przestrzeni
V, w ktérej {0} C (v) C (v, w) i postepowaé z V/ (v, w) indukcyjnie, aby uzyskaé pozo-
stale elementy tej rodziny.

Jesli co najmniej jedna z wartoSci wlasnych & ;, 1, ; nie jest rzeczywista, to takie war-
tosci wlasne odwzorowan ¢g i ¥g wystepuja w parze. Ponadto & ; = &,k = Tk dla
pewnego j # i. Wtedy

51?,3' - 771?,3" = ‘fknz - 771?,1‘ i = (fknz - 771:3) : (%" - 771“”)

&, — nés

Jesli obie & ; oraz 7y, sa rzeczywistymi warto$ciami wlasnymi odwzorowan ¢g 1 g, to

doktadnie jak w Przykladzie 6.0.1 otrzymujemy

|§£¢ - 771?7,| = 51n1m - 2nk17

M
01 ki

lomianu symetrycznego, mozemy rozszerzy¢ iloczyn R(¢;,¢]"), 1 < k < c tak, aby dla

gdzie 01 ;; = max{ ||, |7k.qi|} oraz o, = Stad, uzywajac odpowiedniego wie-

liczb R(¢", ™) otrzymaé wyrazenie postaci

c c di
R(¢",¢") = [ R(oi o) = T TLIER: — nitl = D qw?, (6.4)
k=1

k=1i=1 jeJ
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gdzie J jest skonczonym zbiorem indekséw, ¢; € {—1,1}, zas {w; | j € J} C C ~\ {0}.

W konsekwencji, zeta funkcja Reidemeistera koincydencji moze by¢ zapisana jako

Ru(2) = exp (f: Wzn> ~ exp (E . ni W) |

n=1 n

z czego natychmiast wynika, ze Ry y(2) = [[;es(1 — w;2)™% jest funkcja wymierng. [
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Rozdziatl 7

Dynamiczne zeta funkcje i przestrzenie

reprezentacji

Bardzo dobrze znanymi faktami z teorii liczb sa Mate Twierdzenie Fermata oraz Twierdze-
nie Eulera. Twierdzenia te zostaly uogdlnione 1 wykazano (patrz [59]), ze dla dowolnych

a € Z,n € N zachodza nastgpujace kongruencje Gaussa

Zu(d)a"/d =0 mod n,
d|n

gdzie 11(d) oznacza funkcje Mobiusa, tj.

1 jeslid =1,
pu(d) =< (=1)F jeslid jest iloczynem k réznych liczb pierwszych
0 jesli d nie jest bezkwadratowe.

Rozwazmy liczby Reidemeistera teorii reprezentacji RT'(¢™). Tworza one wspotczyn-
niki szeregu zeta funkcji teorii reprezentacji R7(z). Po utozsamieniu wspétczynnikéw tej
funkcji z liczba punktéw okresowych uktadu dynamicznego oraz wykorzystujac twierdze-

nia Mobiusa o odwracaniu (np. [19], [27]), otrzymujemy nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.0.1. [29, Twierdzenie 2.7] Zat6zmy, ze RT(¢") < oo dla kazdego n >
0. Wtedy dla liczb Reidemeistera teorii reprezentacji prawdziwe s3 ponizsze kongruencje

Gaussa
S u(d) - RT(¢™*) =0 mod n,

dn
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dla kazdego n € N, gdzie u(d) oznacza funkcje Mobiusa. Analogiczne twierdzenie jest
prawdziwe takze dla RT” (¢") oraz RT'/(¢").

Niech o : X — X bedzie odwzorowaniem zbioru X w siebie. Przez Fix(o™) oznaczmy
zbior punktow staltych odwzorowania o”, tj. punktéw okresowych okresu n odwzorowania
0. Zatézmy tez, ze | Fix(c™)| < oo dlakazdego n > 0. Wtedy zeta funkcje Artina—Mazura
definiujemy nastgpujaco

AM,(2) = exp (i |F1X("n)|z"> .

n=1 n

Wykorzystujac rozwinigcie w szereg Taylora funkcji log(1— z?), funkcja AM,(z) moze
by¢ takze zapisana jako iloczyn Eulera [3] indeksowany wszystkimi pierwotnymi orbitami
okresowymi 7 = {z,,0(x,),...,0? (z,), gdzie p = p(7) takie, ze 0?(z,) = x, oraz

o¥(x;) # x, dla0 < k < p w nastgpujacy sposéb

AM,(z) = 11

T — pierwotna orbita okresowa

1

T (7.1)

Elementy pierwotnej orbity okresowej o diugosci p nazywamy elementami p-okresowymi.
Jesli | X| < oo, to zeta funkcja Artina—-Mazura AM, (z) jest wymierna. W przypadku, gdy
o jest bijekcja, zas§ X skoficzony, to spetnia ona takze ponizsze rownanie funkcyjne

AM,(1/2) = (—2)* det(o0)AM, (), (7.2)

gdzie o¢ : C(X) — C(X) jest indukowanym odwzorowaniem liniowym i C'(X) = C/X|
[58]. Réwnanie (7.2) mozna réwniez uogdlni¢ na przypadek, gdy o nie jest bijekcja w

nastgpujacy sposob

1 _Zp(T) T 1 a b
AM,(1/2) =] =@ = 1:[ 1— 0 1:[<_Zp( ))1:[1_7219(7) = (=12 AM, (),

(7.3)

gdzie a jest liczba orbit pierwotnych, zas b jest liczba elementéw okresowych [19]. Jesli z
kolei o jest bijekcja, to kazdy punkt jest okresowy i b = | X | a poniewaz

det(oc) = [[(~=1)"7 7 = [[(-1)"7 - (=1)* = (-=)HT - (=1)*

T T

to w konsekwencji otrzymujemy rownanie (7.2).
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Niech Z(¢) oznacza jedna z liczb RT(¢)), RT7(¢), RT'/(¢), AM/(¢) oraz

Zy(2) = exp ( 0_01 (fn>z”>

bedzie jedna z zeta funkcji AMJ (2), RTy(z), RT](z), RTJ ().

Twierdzenie 7.0.2. Niech G bedzie grupa, zas ¢ : G — G bedzie okresowym automorfi-

zmem o najmniejszym okresie m. Wowczas zeta funkcja Z,4(z) zadaje si¢ wzorem
= [ {0 =070,
d|m
w ktérym iloczyn jest indeksowany przez wszystkie dzielniki d okresu m, za$

=" p(d)Z(¢™) €

dy|d

Dowdd. Poniewaz ¢™ = id, to (¢)™ = id oraz z zatozenia Z(¢?) = Z(¢™17) dla kazdego
j € N. Jesli (k,m) = 1, to istnieja liczby t,q € Z, takie, ze kt = mq + 1. Zatem

(%) = gt = @t — gmag — (§™)16 — 6. W konsekwencji Z(¢*) = Z(9). Z tego
samego powodu Z(¢?) = Z(¢%) oile (i,m/d) = 1 dla d|m. Korzystajac otrzymanych w
ten sposéb ciagéw rownych liczb, droga bezposrednich obliczefi otrzymujemy, ze

22) = o (iZW) (ZZ )

djm =1

R

dlm dm

gdzie liczby catkowite P(d) wyznaczane sa rekurencyjnie wedlug wzoru

P(d)=Z(¢")— > P(dy). (7.4)

di|dyd1#d

Jesli dodatkowo (7.4) przedstawimy w postaci Z(¢?) = 34,4 P(dy) i zastosujemy
wzOr inwersyjny Mobiusa, to

=3 uldr) - Z(¢"™),

dy|d

gdzie ;o oznacza funkcje Mobiusa. []
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Whiosek 7.0.3. Jesli zdefiniowany w twierdzeniu 7.0.2 okres jest liczba pierwsza, to

1 m m —_ m
Zd)(z):m. \/(1_2 )Z(@)=2(6™),

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja, RTy(z) (oraz RTJ (2), RTQ{ /() odpowiednio) jest
zeta funkcja Artina-Mazura odwzorowania qg na G¢ (oraz CA}?, @‘}5 7 odpowiednio) zadang

wzorem (7.1).

Twierdzenie 7.0.4. Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem grupy G. Zatézmy, ze
przestrzen G? (oraz CAJ? @?f odpowiednio) jest skoriczona. Wtedy zeta funkcja RT}(z)

jest wymierna i spetnia rownanie funkcyjne
1
RTy () = (—=1)"2"RTy(2),
z
gdzie a oznacza liczbg pierwotnych ¢-orbit okresowych elementéw z G?, zas b jest liczba
elementéw okresowych przestrzeni Go. W szczegblnosci

1
RTd’(Z) - H 1 — z#0]
[

Y

gdzie iloczyn indeksowany jest przez pierwotne orbity okresowe uktadu dynamicznego
$)" na G¢. Ana ogiczne twierdzenie zachodzi dla z), z) oraz z).
¢)" na G°. Anal d hodzi dla RT}(z) , RT}{’ AM]

Dowdd. Element przestrzeni G? nazywamy okresowym, jezeli jest on punktem stalym
pewnej iteracji odwzorowania gg Element okresowy -y jest punktem staltym odwzorowa-
nia <$” wtedy i tylko wtedy, gdy liczba orbit vy dzieli n. Wobec tego

RT(g") = Y 1= > #}

v okresowe [v] takie ze,

#[]In #[]In

a zatem

RTy(z) = exp (i RT(¢n)z"> = exp Z i #0] 2"

= n n=1 n
=t D i
o0 o 1
e <Z #1] Z#[v]n) —[Lesp <Z Z#[v]n)
b] ami # DI ! n=1"

1
= gexp (<log (1-=#0)) =TI 1— z#hl°

[]
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Ponadto

1 1 #] — #D]
RT, <z) =11 1 — —#0 11 AN —1 11 1 _ #0
[ [v] [
-1I —2*VIRT,(2) = (_1)#{[7]}22 #OIRT,(2).

[]

7.1 Przyklady

Przyktad 7.1.1. Prostym przyktadem do twierdzenia 7.0.4 jest grupa skoficzona.

Przyklad 7.1.2. Niech G bgdzie grupa lokalnie zwarta. Nastgpujace stwierdzenia sg roéw-

nowazne [4].
(1) G ma wtasnos$¢ Kazhdana (T).
(2) 14 jest izolowana w G.

(3) Kazda skoniczenie wymiarowa nieprzywiedlna reprezentacja unitarna grupy G jest

izolowana w G.

(4) Istnieja skoriczenie wymiarowe nieprzywiedlne reprezentacje unitarne grupy G izo-

lowane w G.

Wynika z tego, ze dla endomorfizmu lokalnie zwartej grupy GG z wlasnoscia Kazhdana (T)

zeta funkcje RT j: (z) oraz AM, QJ; (2) sa sobie réwne.

Przyjrzyjmy si¢ teraz przyktadom do Twierdzenia 7.0.4 dla grup dyskretnych wykazu-
jacych pewne ekstremalne wiasnosci. Niech GG bedzie nieskoniczona grupa o skoficzonej

liczbie klas sprzg¢zonoSci.

Przyklad 7.1.3. W przypadku grupy Osina [47] istnieje tylko trywialna (tj. jednowymia-
rowa) skonczenie wymiarowa nieprzywiedlna reprezentacja. Istotnie, grupa Osina jest
nieskonczona skonczenie generowana grupa majaca doktadnie dwie klasy sprzg¢zonosci.
Wszystkie nietrywialne elementy tej grupy sa sprzg¢zone a zatem jest to grupa prosta (tzn.
nie ma nietrywialnych podgrup normalnych). W takim razie grupa Osina nie jest rezydual-
nie skoniczona a zatem, na mocy twierdzenia Mal’ceva, nie jest liniowa i nie ma skoncze-

nie wymiarowych nieprzywiedlnych reprezentacji unitarnych, ktérych jadro jest trywialne.
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Poniewaz (G jest prosta, to jedyna skoniczenie wymiarowa nieprzywiedlng reprezentacja
unitarng majaca nietrywialne jadro, jest reprezentacja trywialna. Zauwazmy ponadto ze
grupa Osina jest non-amenable, zawiera grupe wolng o dwoch generatorach F5 1 ma wzrost
eksponencjalny.

Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem grupy Osina G. Wtedy RT/(¢") =
RT/I(¢") = 1 dla wszystkich n > 0. Wynika z tego, ze dla dowolnego endomorfizmu
grupy Osina G zeta funkcje

1
1—1=2

RT/(z) = RTJ'(z) =
sa wymierne.

Przyklad 7.1.4. Jedne z pierwszych przyktadéw nieskonczonych skoniczenie generowa-
nych grup okresowych (tzn. kazdy nietrywialny element jest torsyjny) o doktadnie p kla-
sach sprzezonosci (dla wystarczajaco duzych p), zostaty skonstruowane przez Ivanova [25]
jako granice grup hiperbolicznych. W przeciwienstwie do grupy Osina, ktéra jest bez-
torsyjna, grupa Ivanowa jest grupa okresowa nieskoniczona o dwoch generatorach. Grupa
Ivanowa G jest rowniez grupa prosta [25]. Argumenty na wymierno$¢ zeta funkcji repre-

zentacji sa analogiczne jak przypadku grupy Osina.

Przyktad 7.1.5. G. Higman, B. H. Neumann oraz H. Neumann udowodnili [53], ze do-
wolng nieskoficzong lokalnie nieskoniczong (tj. kazdy element, za wyjatkiem jedynki, ma
nieskonczony rzad) przeliczalna grupe G mozna zanurzy¢ w przeliczalng grupe G*, w kt6-
rej wszystkie elementy, oprocz jednosci, sa ze sobg sprzezone. Rowniez i w tym przypadku
dalsze rozwazania dotyczace wymierno$ci zeta funkcji reprezentacji sa analogiczne jak w

przypadku grupy Osina.

7.2 Skrecone twierdzenie Burnside’a—Frobeniusa i zeta funkcje typu

Reidemeistera

Pierwsze sformutowanie TBFT (Twisted Burnside—Frobenius Theorem, czyli skreconego
twierdzenia Burnsid’a—Frobeniusa), autorstwa A. Fel’shtyna i R. Hilla méwi, ze liczba
Reidemeistera R(¢) jest rowna liczbie statych nieprzywiedlnych reprezentacji unitarnych,
jesli jedna z nich jest skonczona. Zostalo ono udowodnione dla automorfizméw grup

abelowych, zwartych oraz grup bedacych pétproduktem grupy abelowej i skonczonej
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[20, 21, 26]. W [28] sformutowano kontrprzyktad dla TBFT, co doprowadzito do sfor-
mufowania kolejnej wersji tego twierdzenia tj. TBFT;, w ktérym zakltadamy, ze jesli
R(¢) < oo, to pokrywa sig¢ ona z liczba skoniczenie wymiarowych nieprzywiedlnych re-
prezentacji p ~ p o ¢. TBFT; zostalo udowodnione dla grup policyklicznych (dla au-
tomorfizméw w [25] i dla endomorfizméw w [27]). W [26] wykazano, ze TBFT nie
jest prawdziwe dla pewnych nieskonczonych grup o skonczonej liczbie (zwyktych) klas
sprzezonosci. Z kolei w [55] podano kontrprzyktad dla TBFT ¢ znajdujacy si¢ wsrod nie-
skoniczenie generowanych rezydualnie skoriczonych grup.

Definicja 7.2.1. Postepujac jak w [27], mozemy stwierdzi¢, ze TBFT (oraz TBFI1Y,
TBFT1; odpowiednio) zachodzi dla endomorfizmu ¢ : G — G i jego iteracji, jesli
R(¢™) < oo i R(¢™) pokrywaja sie z liczba ¢"-f-punktéw przestrzeni G (oraz G s G If
odpowiednio) dla kazdego n € N.

Whprost z tej definicji wynika nastgpujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 7.2.2. [29, Stwierdzenie 2.8] Zalézmy, ze ¢ : G — G jest endomorfi-
zmem grupy G, takim ze R(¢) < oo. Jesli dla pary (G, ¢) zachodzi TBFT (oraz TBFT;
odpowiednio), to R(¢) = RT(¢) (oraz R(¢) = RT'(¢) = RT’/(¢) odpowiednio).
Jezeli powyzsze zatozenia sa spetnione takze dla wszystkich iteracji ¢", n > 0, to
Ry(2) = RTy(z) (oraz Ry(z) = RT](2) = RT}’(2)).

7.3 Endomorfizmy skonczenie generowanych grup abelowych

Rozwazmy skoniczenie generowana abelowa grupe G. Niech G/™ oznacza skoficzona
podgrupe grupy G sktadajacej sig¢ z elementow torsyjnych, zas beztorsyjna grupg ilorazowa
G |G/t oznaczmy przez G*°. Poniewaz obraz elementu torsyjnego takze jest elementem

torsyjnym, funkcja ¢ : G — G indukuje nastgpujace odwzorowania
¢finite . Gfinite N Gfinite’ ¢oo G (3°°.

Twierdzenie 7.3.1. Niech ¢ : G — G begdzie endomorfizmem skonczenie generowanej
grupy abelowej. Wtedy

Z(¢") =| L(9") |,
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gdzie L((ﬁ”) jest liczba Lefschetza odwzorowania quS .G = G Wynika z tego, ze zeta

funkcja Z,(z) jest wymierna oraz
Zy(2) = Ly(oz)V",

gdzie p jest liczba rzeczywistych wartosci wlasnych A € Spectr(¢) takich, ze A < —1,
za§ 0 = (—1)P oraz r jest liczba rzeczywistych wartosci wtasnych A € Spectr(¢>) takich,
ze | A |> 1. Jesli ponadto G jest skoriczona, to

Z(9") = L(¢") 1 Zy(2) = Ly(2).
Dowdd. Jesli G jest skoriczenie generowang grupa abelowa, to wszystkie reprezentacje

nieprzywiedlne sa jednowymiarowe i
RT(¢") = RT!(¢") = RT(¢") = AMY (¢").

W przypadku gdy G jest skoficzong grupa abelowa, to G jest dyskretnym zbiorem skon-
czonym a zatem liczba punktéw statych ¢™ jest rowna liczbie Lefschetza L(qgn) Jesli zas
G jest skoficzenie generowana wolng grupa abelowa, to G jest torusem wymiaru rownego
randze grupy G. Ponadto, przestrzen unitarno dualna dowolnej skoficzenie generowane;j
dyskretnej grupy abelowej jest suma prosta torusa i grupy skonczonej. Jezeli GG jest skon-
czenie generowana grupa abelowa, to wystarczy pokazaé, ze Z(¢™) = |L(¢™)|. Bez straty
og6lnosci, wezmy n = 1. Zat6zmy ponadto, ze liczba Z(¢) jest skoficzona a zatem punkty

state odwzorowania ¢ tworza zbior dyskretny. W takim razie
L(g)= ) ind(¢,x).
z€eFix ¢

Poniewaz odwzorowanie ¢ jest endomorfizmem grupy, element 0 € G jest zawsze
punktem stalym. Niech x bgdzie dowolnym punktem stalym odwzorowania (;AS Witedy

istnieje diagram przemienny

g G G g
N
g+r G = G g+a

w ktorym pionowe strzatki sa przesunigciami o x. Poniewaz przeprowadzaja one 0 na z, to
ind(¢, z) = ind(¢, 0).
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Wynika z tego, ze wszystkie punkty state sg tego samego indeksu. Wystarczy teraz pokazac,

A

ze ind(¢, 0) = +1, ale to wynika z faktu, ze odwzorowanie torusa

QAS : Go — Go
podnosi si¢ do odwzorowania liniowego nakrycia uniwersalnego, ktére w tym przypadku
jest jednoczesnie algebra Liego grupy G. Indeks jest znakiem wyznacznika odwzorowania
1 - ngﬁ Wyznacznik ten jest niezerowy, poniewaz z zatozenia o skoficzonosci liczby Z(¢),
jadro odwzorowania 1 — ¢ takze musi by¢ skoficzone. Gdy det(1 — ¢) = 0, to Ker(1 — ¢)
jest podgrupa dodatniego wymiaru w G a zatem nieskoficzona. Zatem

Z(¢") =| L($") |= (=1)" """ L(§")
dla kazdego n > 0 [19]. Wobec tego

Zy(z) = L({)(az)(’l)r

jest wymierna. O]

7.3.1 Rownanie funkcyjne

W celu otrzymania réwnania funkcyjnego dla zeta funkcji typu Reidemeistera, przypo-

mnijmy réwnanie funkcyjne zeta funkcji Lefschetza.

Lemat 7.3.2. [12], [33, Stwierdzenie 8] Niech M bedzie domknieta orientowalna rozma-
itoScig wymiaru m oraz niech f : M — M bedzie ciagtym odwzorowaniem stopnia d.
Wtedy

Ly () = e(=adz) V0D L (az) D"

gdzie « = £1, zas € € C jest niezerowg stala taka, ze jesli |d| = 1 to e = 1.
Twierdzenie 7.3.3 (R6wnanie Funkcyjne). Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem
skonczenie generowanej grupy abelowej rangi > 1. Wtedy zeta funkcja Z,(2). wszedzie
tam gdzie jest zdefiniowana, spetnia nast¢gpujace rownanie funkcyjne
1 m T
7 () — Z,(2) D
o\ 7 o(2) 7 e

gdzie d jest stopniem odwzorowania b, m = dim G, e € C* jest stata, p jest liczba rze-
czywistych, wigkszych niz 1, warto$ci wtasnych odwzorowania ¢>°, za$ r jest liczba rze-
czywistych wartoSci wlasnych A € Spectr(¢*) takich, ze | A |> 1. Jesli zas$ |d| = 1, to
e==1.
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Dowdd. Zeta funkcja Reidemeistera reprezentacji spetnia réwnanie Z,(z) = L é(oz)(*l)r.

Na mocy Lematu 7.3.2 otrzymujemy

1 o \ED" _1yma(C _pym\ (=17
Zy (dz) =L <dz> = (e(—adz)( 2 X(G)ng(crz)( b ) =

= Zy(2) V"V (—odz) (=)™ x(G)

Z. drugiej strony, poniewaz dual G dowolnej skonczenie generowanej grupy dyskretnej
rangi wigkszej lub réwnej 1 jest suma prosta torusa tego samego wymiaru oraz grupy skon-

czonej, tzn. G jest suma skonczenie wielu toruséw, to X(é) = 0, co koniczy dowdd. [

7.4 Endomorfizmy grup nilpotentnych i krystalograficznych

Twierdzenie 7.4.1. Niech ¢ : G — G begdzie endomorfizmem skonczenie generowanej
beztorsyjnej grupy nilpotentnej GG lub automorfizmem grupy krystalograficznej G z holo-
nomig diagonalna Z/27. Wtedy

RT/(z) = RTJ' ()
i obie funkcje sa wymierne.

Dowod. Dowolna skonczenie generowana beztorsyjna grupa nilpotentna jest superrozwia-
zalna a zatem policykliczna. Dowolna grupa krystalograficzna z holonomia diagonalng
7./27 jest rozszerzeniem grupy policyklicznej o grupe skonczona. Dla endomorfizméw
grup policyklicznych oraz automorfizméw grup bedacych rozszerzeniem grupy policy-
klicznej o grupe skonczona w [25, 27] zostato udowodnione TBFT (oraz TBFT ;1 TBFT ;).
Wynika z niego réwnos$¢ zeta funkcji Reidemeistera R4(z) oraz zeta funkcji RTJ: (2) =
RTQJ: 7(2)). Wymierno$¢ zeta funkcji Reidemeistera dla endomorfizméw skoriczenie ge-
nerowanych beztorsyjnych grup nilpotentnych zostata udowodniona w [19] zaS w [11]
udowodniona zostata wymierno$¢ R,(z) dla automorfizméw grup krystalograficznych z
holonomig diagonalng Z/27. [l
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Rozdzial 8

Redukcja do podgrup i grup

ilorazowych

Niniejszy rozdzial poSwigcimy badaniu zwiazku pomigdzy zeta funkcja Reidemeistera a
dynamiczng zeta funkcja teorii reprezentacji endomorfizmu obcigtego do podgrupy oraz

endomorfizmu indukowanego na grupie ilorazowe;j.

8.1 Redukcja do podgrup

Lemat 8.1.1. [19, Lemat 33] Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem dowolnej grupy
(G, za$§ H niech bedzie jej podgrupa taka, ze

(1) ¢(H) C H oraz
(2) dla kazdego = € G istnieje n € N, dla ktorego ¢"(z) € H.
Wtedy

R(¢) = R(¢n),
gdzie ¢y : H — H jest obcigciem ¢ do H. Jezeli wszystkie liczby R(¢") sa skonczone,

to

Ry(z) = Ry, (2).
Dowdd. Niech = € G, wtedy istnieje n € N takie, ze ¢"(x) € H. Poniewaz x jest ¢-
sprzezone z ¢"(z) [20, Lemat 7], to klasa ¢-sprzezonosci {z}4 elementu = ma niepusty

przekréj z H.
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Zatézmy, ze x,y € H sa ¢-sprzgzone, tj. istnieje element g € G taki, ze

gr = yo(g). (8.1)

Pokazemy teraz, ze x i y sa ¢y-sprz¢zone. Niech n € N bedzie wystarczajaco duze, aby
¢"(g) € H. Wtedy, przyktadajac ¢" do réwnania (8.1), otrzymujemy ze

¢"(9)¢" (z) = ¢"(y)¢" " (9)
a zatem ¢"(x) i ¢"(y) sa ¢y-sprzezone. Z drugiej strony, na mocy lematu 7 w [20], x oraz
¢™(x) sa ¢pg-sprzezone a takze y oraz ¢™(y) sa ¢y-sprzezone, zatem réwniez x oraz y sa
@ -sprzezone.
PokazaliSmy wigc, ze przekréj H z klasa ¢-sprzgzonosci w G jest klasa ¢p-
sprzgzonosci w H . Istnieje zatem obustronnie odwracalne odwzorowanie
Rest: R(¢p) —  R(énm)
{z}s = {a}onH,
gdzie R oznacza zbidr klas ¢-sprzgzonosci elementéw z grupy G.
{z}on = {z}o-
W takim razie odwzorowanie Rest jest bijekcjai R(¢) = R(¢m). O
Niech teraz Z(¢) oznacza dowolna z liczb RT(¢), RT7(¢), RT'/(¢), AM?(¢), zas

Z(¢) odpowiadajacy im zbiér RT (¢), RT' (¢), RT'/(¢), AM?(¢) klas réwnowaznosci
nieprzywiedlnych reprezentacji.

Lemat 8.1.2. Niech GG bedzie rozszerzeniem grupy abelowej o grupe skoficzona, za$ ¢ :
G — G bedzie jej endomorfizmem. Zat6zmy ponadto, ze H jest podgrupa grupy G taka,
ze

(1) ¢(H) C H oraz
(2) dlakazdego = € G istnieje n € N, dla ktérego ¢"(z) € H.

Wtedy
Z(¢) = Z(on),
gdzie ¢y : H — H jest obcigciem ¢ do H. Jezeli wszystkie liczby Z(¢™) sa skonczone,

to
Zy(2) = Zpy (2).
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Dowdéd. Wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje grup bedacych rozszerzeniem grupy abe-

lowej o grupe skoniczong sa skorniczenie wymiarowe. Niech
p:G—UV)
bedzie reprezentacja nieprzywiedlna i zatézmy, ze istnieje macierz M € U (V') taka, ze
podp=M-p- M

ti. p € Z(¢). Zalézmy, ze obcigcie p do H, py, jest reprezentacja przywiedlng , tzn.
istnieje rozktad V' = V; @ V5 na H-moduty. W takim razie istnieje g € G, dla ktérego
p(g)V1 & V. Poniewaz ¢™(g) € H dla wystarczajaco duzego n € N, to

p(H)M"Vi & M"V;.
Skoro jednak H jest ¢-niezmiennicze oraz V; jest H-niezmiennicze, to
M"Vy = V.

Wobec tego
p(H)M"Vy & V1.

co daje sprzeczno$¢ a zatem p musi by¢ reprezentacja nieprzywiedlng podgrupy H na
M™V. Poniewaz M"™V = V, to reprezentacja py jest nieprzywiedlna. Oczywiscie klasa
reprezentacji py jest taka sama, jak klasa reprezentacji py © ¢m, tj. pg € Z(dg). Istnieje
zatem odwzorowanie

Rest : Z(¢) — Z(on),

P — PH-

Dla reprezentacji py € Z(¢p) istnieje macierz M taka, ze
pody=M-p-M".

Jesli M’ jest dowolna, r6zna od M macierza o tej wlasnosci, to M’ - M ! komutuje z pg ()
dla kazdego x € H. Wobec tego, dla g € ¢~ (H ) macierz

M™"-p(¢"(g)) - M"
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nie zalezy od wyboru M i zalezy tylko od p, g oraz n € N. Zatézmy, ze ¢"(g) = hy € H
oraz ¢"(g) = hy € H dlam > n. Wtedy ¢ "(hy) = ha, z czego wynika, ze

M™" - p(hy) - M™™™ = p(hy),
M™" - p(¢"(g)) - M™ =M~ p(¢™(g)) - M™.

Powyzsze wyrazenie nie zalezy od M ani n i zalezy tylko od p oraz g. W takim razie, dla
g € G mozemy zdefiniowad

plg) =M™ p(¢"(g)) - M",

gdzie n € N jest na tyle duze, aby ¢"(g) € H. Mozna tatwo sprawdzié, ze p jest reprezen-
tacja grupy GG. Poniewaz py jest nieprzywiedlna, to p rowniez. Natychmiast z tego wynika

tez, ze klasa reprezentacji p jest taka sama, jak klasa reprezentacji p o ¢, tj. p € Z(¢).

Wobec tego

Rest(p) = p
a poniewaz kazde inne rozszerzenie p reprezentacji p na G takie, ze p € Z(¢) musi spetniac
warunek

plg) =M™ p(¢"(g)) - M",

to

Rest(p) = p.

W takim razie Rest jest bijekcjai Z(¢) = Z(¢pn). O

Whiosek 8.1.3. Niech H = ¢"(G) i zalézmy, ze wszystkie liczby R(¢*) oraz Z(¢"),
k € N, sa skoniczone. Wtedy

R(¢) = R(¢n) 1 Z(¢) = Z(dn),
oraz
Ry(2) = Ry (2) 1 Z4(2) = Zg,(2).
Twierdzenie 8.1.4. Niech GG bedzie rozszerzeniem grupy abelowej o grupg skonczona,
za§ ¢ : G — G bedzie jej endomorfizmem. Rozwazmy podgrupe H grupy G, taka ze
¢(H) C H oraz dla kazdego x € G istnieje n € N takie, ze ¢"(x) € H. Zatézmy ponadto,

ze R(¢) oraz Z(¢*) sa skoriczone dla kazdego & € N. Jezeli spetniony jest jeden z
ponizszych warunkéw:
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(1) H jest skonczenie generowang grupa abelowa,
(2) H jest grupa skonczona,
(3) H jest grupa krystalograficzng z holonomia diagonalna Z /27

oraz ¢y jest automorfizmem, to

Ry(2) = Ry (2) = Zyy (2) = Zy(2)
i sg one funkcjami wymiernymi.

Dowdd. Dla endomorfizméw ¢ : G — G (oraz ich iteracji) skoficzenie generowanej grupy
abelowej lub grupy skonczonej, TBFT (oraz TBFT; i TBFT) zostalo udowodnione w
[20]. Dowolna grupa krystalograficzna z holonomia diagonalng Z /27 jest rozszerzeniem
grupy policyklicznej o grupg skonczona i posiada tylko skoficzenie wymiarowe reprezen-
tacje nieprzywiedlne. W [25, 27] TBFT (oraz TBFT; i TBFT;) zostalo udowodnione
dla automorfizméw grup policyklicznych rozszerzonych o grupe skoficzona. Rezultaty te
implikuja réwnos¢ zeta funkcji Reidemeistera Ry, (2) oraz zeta funkcji Zy,, (z). Stad, na

mocy lematu 8.1.1 1 lematu 8.1.2 otrzymujemy, ze

Ry(2) = Roy (2) = Zpy (2) = Zs(2).

W [20] wymiernos¢ zeta funkcji Reidemeistera R4(z) zostata udowodniona dla endomor-
fizméw skonczenie generowanych grup abelowych oraz dla grup skoiczonych. Z kolei w
[11] wymierno$¢ R,(z) zostata wykazana dla automorfizméw grup bedacych rozszerze-

niem grupy krystalograficzej o grupe skoriczng z holonomia diagonalna 7 /27. ]

8.2 Redukcja do injektywnych endomorfizmow grupy ilorazowej

Niech ¢ : G — G bedzie endomorfizmem grupy G. Element z € G nazywamy
nilpotentnym, jesli istnieje n € N takie, ze ¢"(x) = e. Przez N oznaczmy zbiér
wszystkich elementéw nilpotentnych grupy . Niech ponadto Z(¢) bedzie jedng z
liczb RTY(¢), RT'/(¢), za$ Z(¢) bedzie odpowiednim ze zbioréw klas réwnowaznosci
nieprzywiedlnych reprezentacji R77 (¢), RT?/ ().
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Uwaga 8.2.1. W ogélnosci uktad dynamiczny zdefiniowany przez odwzorowanie ngS prze-
strzeni G (G £ G #f odpowiednio) nie musi istnieC. Istnieja jedynie dobrze okreSlone (E”—f—
punkty. Dobrze okreslony uktad dynamiczny istnieje na G? (C:‘q;, C:“J’f 7 odpowiednio). Jego

punkty n-okresowe sa rownoczesnie qg”—f—punktami.

Twierdzenie 8.2.2. Zbiér N wszystkich elementéw nilpotentnych grupy G jest jej pod-
grupa normalng oraz ¢(N) C N atakze ¢! (N) = N. Stad ¢ indukuje endomorfizm

[¢/N]: G/N = G/N
grupy ilorazowej G /N okreslony wzorem
[6/N](zN) = ¢(x)N.
Endomorfizm [¢/N] jest injektywny oraz
R(¢) = R([¢/N]), Z(¢) = Z([¢/N]).
Niech R(¢") i Z(¢") beda skoriczone dla kazdego n € N. Wtedy
Ry(2) = Rigyn(2), Zs(2) = Zigyn) (2)-

Jesli grupa ilorazowa G/ N jest policykliczna, to dla liczb Reidemeistera zachodza ponizsze
kongruencje Gaussa:

S u(d) - R(¢™*) =0 mod n
dln

dla kazdego n € N. Jesli ponadto spetniony jest jeden z nastgpujacych warunkéw
(1) grupailorazowa G//N jest skoficzenie generowang grupg abelowa,
(2) G//N jest grupa skoriczona,
(3) G/N jest skorniczenie generowang beztorsyjna grupa nilpotentna,

(4) G/N jest grupa krystalograficzna z holonomia diagonalna Z,, zas [¢/N] jest jej au-

tomorfizmem,

to
Ry(2) = Rigyni(2) = Zgyni(2) = Zy(2)

i funkcje te sa wymierne.
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Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy w kilku krokach.

@

(ii)

(iii)

(iv)

)

(vi)

Niech z € N,g € G, wtedy ¢"(z) = e dla pewnego n € N oraz ¢"(gzg™!) =
" (gg™') = e. Wobec tego grg~' € N, wigc N jest podgrupa normalna w G.

Wezmy r € N i wybierzmy n € N takie, ze ¢"(z) = e. Wtedy ¢"1(¢(z)) = e,
zatem ¢(x) € N oraz ¢(N) C N.

Jesli ¢(x) € N, to istnieje n € N takie, ze ¢"(p(x)) = e. Wobec tego ¢" 1 (z) = ¢
oraz x € N azatem ¢~} (N) C N. Inkluzja w druga strong wynika z (ii).

Przez R(¢) oznaczmy zbidr klas ¢-sprzgzonosci elementéw z . Pokazemy, ze od-
wzorowanie
r— N
indukuje bijekcje
R(¢) = R([¢/N]).

Zatézmy, ze x,y € G sa ¢-sprzgzone. Wtedy istnieje g € G takie, ze gr = yo(g).
Rzutujac na grupe ilorazowa G/N otrzymujemy, ze gneN = yN¢(g)N a zatem
gNxzN = yN[p/N](gN). Oznacza to, ze N i yN sa [¢/N]-sprzezone w G/N.
Odwrotnie, zalézmy teraz, ze N i yN sa [¢/N]-sprzgzone w G/N. Wtedy istnieje
gN € G/N takie, ze gNxzN = yN[p/N](gN), rtéwnowaznie grgp(g) 'y~ = e.
Stad ¢"(g)¢"(x) = ¢"(y)¢"(¢(g)). Pokazalismy wiec, ze ¢"(x) oraz ¢"(y) sa ¢-
sprzgzone. Z drugiej strony x oraz ¢"(z) sa ¢-sprzezone, podobnie jak y i ¢"(y).
Wobec tego x 1y sa ¢p-sprzgzone.

PokazaliSmy, ze x i y sa ¢-sprz¢zone wtedy i tylko wtedy, gdy =N i yN sa [¢/N]-
sprzezone. Z tego wynika, ze + — xN indukuje bijekcje z R(¢) do R([¢/N]).
Zatem R(¢) = R([¢/N]).

Pokazemy teraz, ze Z(¢) = Z([¢/N]). Niech p € Z(¢) iniech M bedzie przeksztat-
ceniem, dla ktérego
pop=M-p- ML

Jesli x € N, to istnieje n € N takie, ze ¢"(x) = e. Stad N jest zawarta w jadrze p i

istnieje reprezentacja [p/N| grupy G /N zadana wzorem
[o/N](gN) = p(9)-
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(vii)

Poniewaz [p/N] spetnia réwnanie
[o/NTo[¢/N] =M - [p/N]- M,

to [p/N] € Z([¢/N]).

Odwrotnie, jesli p € Z([¢/N]), to mozemy zdefiniowaé p € Z(¢) nastgpujaco

p(x) = p(xN).

Oczywiscie [p/N] = p oraz p/N = p. W [25, 27] udowodnione zostalo TBFT
(a takze TBFTy i TBFTys) dla endomorfizméw grup policyklicznych i dla auto-
morfizméw grup bgdacych rozszerzeniem grupy policyklicznej o grupg skoniczona.

Woéweczas z (v) 1 (vi) wynika, ze

R(¢") = R([¢/N]") = Z([¢/N]") = Z(¢").

Kongruencje Gaussa wynikaja teraz z uwagi 8.2.1 1 og6lnej teorii kongruencji punk-
tow okresowych [54, 59]. Mianowicie, niech P, bedzie liczba punktéw okresowych
o najmniejszym okresie d uktadu dynamicznego z wniosku 8.2.1. Wtedy

R(¢") = Z(¢") = )_ Pu.
dn
Liczba P, jest réwna iloczynowi liczby n oraz ilosci orbit mocy n, zatem P, jest

zawsze podzielna przez n. Wobec tego na mocy twierdzenia Mdbiusa o odwracaniu

S w(d)R(¢"?) = P, =0 mod n.
d|

Skrecone twierdzenie Burnside’a-Frobeniusa (oraz TBFT; 1 TBFT ;) implikuje row-
niez réwnos¢ funkeji zeta Reidemeistera Ry (2) i zeta funkeji RTY(2) = RTJ!(2).
W [19] wymiernos¢ zeta funkcji Reidemeistera R, (%) zostata udowodniona dla endo-
morfizméw nieskoniczenie generowanych grup abelowych oraz dla endomorfizméw
nieskonczenie generowanych beztorsyjnych grup nilpotentnych. Z kolei w [11] udo-
wodniono wymierno$¢ R, (z) dla automorfizméw grup krystalograficznych o holo-

nomii diagonalnej Z /27.
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