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Recenzja rozprawy doktorskiej
magister Malwiny Bondarewicz

Mgr Malwina Bondarewicz napisata prace doktorska pt. Dynamiczne zeta
funkcje typu Reidemeistera pod kierunkiem prof. dr hab. Aleksandra Felszty-
na. W swojej rozprawie zajmuje sie kilkoma klasami zeta funkcji dynamicz-
nych, bedacych uogélnieniami zeta funkeji Artina-Mazura cigglego odwzo-
rowania. Pierwowzorem dla funkcji Artina-Mazura byla z kolei funkcja zeta
Weila rzutowej, gladkiej rozmaitosci nad cialem skonczonym. Funkcje zeta
Weila i dynamiczne zeta funkcje majg zwykle nastepujaca postac:
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G(2) = exp(Y. R(E")Z),

n=1 n

gdzie ¢ jest pewnym procesem dynamicznym a 0" jego n-ta kompozycja.
Na przyklad ¢ := F : X(F,) — X(F,) jest automorfizmem Frobeniusa F
gladkiej, rzutowe]j rozmaitosci algebraicznej nad ciatem skonczonym F, lub
0 : G — @G jest homomorfizmem group lub 6 : X — X jest przeksztalceniem
cigglym itd.

Liczby R(0™) sa waznymi elementami zwigzanymi z danym procesem dy-
namicznym §. W przypadku § = I' okreslamy R(F™) := N, (X) = X(F),
gdzie N,(X) jest liczbg punktow stalych w dziataniu n-tej potegi automor-

fizmu Frobeniusa F™* na X(IF,).

Praca doktorska Malwiny Bondarewicz dotyczy ciekawych przypadkow
powyzej opisanej zeta funkcji. Sg to dynamiczne zeta funkcje typu Reideme-
istera. Opisze kilka wybranych proceséw dynamicznych rozpatrywanych w
pracy doktorskiej Malwiny Bondarewicz i oméwie pokrétee, jakie wlasnosci
maja zwigzane z nimi dynamiczne zeta funkcje.

(a) W rozdziale 2, dla grupy G z endomorfizmem ¢ : G — G, okreslone
sq klasy sprzezonosci elementéw w (4 nastepujaco: « i o sg ¢-sprzezone, gdy
istnieje v € G taki, ze o/ = yap(y)~'. Liczbe R(¢) klas ¢-sprzezonosci na-
zywanmy liczba Reidemeistera endomorfizmu ¢. Fundamentalne twierdzenie
tego rozdziatu (Tw. 2.3.10) dotyczy przypadku, gdy G jest podgrupa grupy



Q<. M. Bondarewicz, przy dodatkowych zalozeniach, wylicza w jawny sposéb
liczby R(¢") za pomocs iloczynu waluacji pewnych jawnie opisanych liczb al-
gebraicznych. Przy dodatkowym, naturalnym zalozeniu na R(¢™), pokazuje,
ze odpowiadajgca zeta funkcja jest albo wymierna albo jej brzegiem natu-
ralnym jest okrag jednostkowy. Dowdd tego twierdzenia jest zaawansowany
technicznie jak i dowody pomocniczych rezultatow.

(b) Podobne wyniki (Tw. 3.0.4), jak w powyzszym przypadku (a), M.
Bondarewicz uzyskuje w rozdziale 3 dla grupy G' = Z, i oswojonych endo-
morfizméw ¢ : Z, — 7Z,.

(c¢) Podobne wyniki jak w przypadku (a) M. Bondarwicz uzyskuje takze
w rozdziale 4 w przypadku przeksztalcenia cigglego f : X — X i ustalonego
podniesienia f do nakrycia universalnego. Jezeli I' jest grupa przeksztalcen
nakrywajacych nakrycia uniwersalnego to I' = m (X, z9), gdzie 2 jest usta-
lonym punktem bazowym. Okresla si¢ naturalne przeksztalcenie f. : I' — I’
i pokazuje, ze R(f) = R(f.), gdzie R( f.) oznacza liczbe klas f.-sprzezonosci
w I'. Wtedy gléwne twierdzenie rozdziatu 4 (Tw. 4.0.5), w przypadku gdy
rcQ?i f* jest automorfizmem, jest dokladnym analogiem Tw. 2.3.10 roz-
dziatu 2.

(d) W rozdziale 5 system dynamiczny, ktory definiuje odpowiednig zeta
funkcje Reidemeistera jest uogélnieniem systemu dynamicznego omowionego
w rozdziale 2 i jest okreslony nastepujaco. Rozpatrzmy dwa endomorfizmy:
¢, : G — G. Elementy «a,a’ € G nazywane sg ¢, sprzezonymi, gdy
istnieje v € G taki, ze o' = ¥(y)ag(y)~!. Liczbe R(¢,v) klas ¢, sprzezo-
nosci, dla tego systemu dynamicznego, nazywamy liczba Reidemeistera ko-
incydencji endomorfizméw ¢ i 1. Fundamentalne twierdzenie tego rozdziatu
jest naturalnym uogoélnieniem Tw. 2.3.10 w przypadku, gdy G jest podgru-
pa grupy Q¢ z analogicznymi zalozeniami. Wyliczane sg w jawny sposob
liczby R(¢", ™), definiujace zeta funkcje, za pomocy iloczynu waluacji pew-
nych jawnie opisanych liczb algebraicznych. Przy dodatkowym, naturalnym
zalézeniu na R(¢™, ") pokazano, ze odpowiadajgca zeta funkcja jest albo
wymierna albo jej brzegiem naturalnym jest okrag zbieznosci. Dowdd tego
twierdzenia jest rowniez zaawansowany technicznie.

(e) Rozdzial 6 jest naturalng kontynuacja rozdziatu 5. Badane sg liczby
Reidemeistera koincydencji endomorfizméw ¢, : G — G i odpowiadajaca
im zeta funkcja dla beztorsyjnej skonczenie generowanej grupy nilpotentne;j
G. Gléwnymi wynikami rozdzialu 6 sa twierdzenia 6.0.4 i 6.0.5. Obliczenia
liczb Reidemeistera koincydencji endomorfizméw sprowadza sie do iloczynu
poszczegdlnych liczb koincydencji ograniczen ¢ i ¢ na ilorazy filtracji z odpo-
wiedniego, dolnego centralnego ciggu w GG. Twierdzenie 6.0.5 pokazuje jawne
wyliczenie liczb R(¢™, ™) oraz wymiernosé¢ odpowiadajacej tym liczbom zeta
funkcji.



(f) Rozdziat 7 opisuje dynamiczne zeta funkcje dla reprezentacji unitas-
nych grupy G. Jezeli ¢ : G — G jest homomorfizmem, to rozpatrujemy
reprezentacje unitarne p takie, ze p 1 p o ¢ sa izomorficzne. Rozpatrujemy
przestrzenie klas rownowaznosci reprezentacji unitarnych dowolnych, skon-
czenie wymiarowych i skonczonych. W kazdym z tych trzech przypadkéw
definiujemy odpowiednie liczby Reidemeistera iteracji ¢ i odpowiadajgce ze-
ta funkcje. Te zeta funkcje sg algebriczne gdy ¢ jest okresowe (Tw. 7.0.2).
Ponadto pokazano, ze jesli przestrzenie ¢-nieprzywiedlnych reprezentacji sg
skonczone, to odpowiednie zeta funkcje dynamiczne sa dobrze okreslone i
spelniajg réwnanie funkcyjne (Tw. 7.0.4).

(g) W rozdziale 8 rozpatrywane sa dwa przypadki dynamicznych zeta
funkcji dla homomorfizmu ¢ : G — G. Pierwszy przypadek dotyczy grupy G,
ktéra jest rozszerzeniem grupy abelowej H o grupe skonczonag. Wtedy, przy
szeregu dodatkowych zalozen pokazano, ze dla endomorfizmu ¢ zachowujg-
cego H, zeta funkcja Reidemeistera ukladu dynamicznego ¢ jest réwna zeta
funkcji Reidemeistera ukltadu dynamicznego ¢, obciecia ¢ do H, i te zeta
funkcje sg wymierne (Tw. 8.1.4). Drugi przypadek dotyczy zeta funkeji ukla-
du dynamicznego ¢ i zeta funkeji uktadu dynamicznego, ¢/N : G/N — G/N,
ktory jest redukejg ¢ na grupe ilorazowa G /N, gdzie N <G oznacza podgru-
pe elementéw ¢-nilpotentnych w G. W tym przypadku, znéw przy szeregu
odpowiednich zalozen pokazano, ze zeta funkcja Reidemeistera ¢ jest réwna
zeta funkcji Reidemeistera ¢/N i te zeta funkcje sa wymierne (Tw. 8.2.2).

Wyniki zawarte w rozprawie doktorskiej mgr Malwiny Bondarewicz sg
bardzo wartosciowe. Ich dowody sa technicznie zaawansowane 1 wymagajg
od autorki duzych umiejetnosci z topologii, geometrii algebraicznej, teorii
reprezentacji, teorii grup i algebraicznej teorii liczb. Te umiejetnosci zdobyla
we wspélpracy z promotorem prof. dr hab. Aleksandrem Felsztynem. Praca
zawiera kilka misprintéw np. w liniach 4+ i 6+ na stronie 20, ale te misprinty
nie maja wplywu na wyniki rozprawy doktorskiej.

Warto dodaé, ze mgr Malwina Bondarewicz jest wspotautorem 3 publika-
cji i jednego preprintu. Na temat wynikéw tych prac wyglaszata wyktady na
konferencjach krajowych i zagranicznych. Podsumowujac, rozprawa doktor-
ska mgr Malwiny Bondarewicz spelnia wszystkie warunki okreslone w art.187
ust. 1-3 ustawy Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce. Wnosz¢ o dopusz-
czenie rezprawy doktorskiej mgr Malwiny Bondarewicz do dalszych etapow
postepowania w kierunku przyznania stopnia doktora nauk matematycznych.
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