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Recenzja rozprawy doktorskiej
magister Malwiny Bondarewicz
p-t. ’Dynamiczne zeta funkcje typu Reidemeistera”

Zeta funkcje stanowig wazny obiekt matematyczny od wielu lat studiowa-
ny na gruncie teorii liczb, uktadéw dynamicznych i topologii. Z jednej strony
stanowia one uzyteczne narzedzie, a z drugiej same w sobie takze sa przed-
miotem badan. Tematem studiéw autorki w niniejszej rozprawie sa, majace
swe korzenie w teorii Nielsena, zeta funkcje typu Reidemeistera. Stawiane
spektrum pytan dotyczy gtéwnie kwestii ich wymiernosci, algebraicznosci, a
takze speliania przez nie okreslonych réwnan funkcyjnych.

Recenzowana praca doktorska liczy 76 stron, na ktére sktadaja sie osiem
rozdziatow i bibliografia. Dodatkowo rozprawa zawiera streszczenie w jezyku
polskim i angielskim oraz podzickowania dla promotora.

Wyniki przedstawione w rozprawie zostaty opublikowane w cyklu trzech
publikacji w renomowanych czasopismach matematycznych i w jednym pre-
princie. Prace majg charakter zespotowy: napisane zostaly przez dwdch lub
trzech autoréw, kazda z udzialem promotora i doktorantki:

A. Fel’shtyn, E. Troitsky, and M. Zietek, New zeta functions of Reidemeister
type and the Twisted Burnside—Frobenius theory, Russian Journal of Mathe-
matical Physics, 27:199-211, 2020.

A. Fel’'shtyn and M. Zietek. Dynamical zeta functions of Reidemeister type,
Topological Methods of Nonlinear Analysis, 56:433-455, 2020.

A. Fel’'shtyn and M. Zietek. Dynamical zeta functions of Reidemeister type
and representations spaces, Contem. Math., 744:57-81, 2020.

W. Bondarewicz, A. Fel’shtyn, and M. Zietek, Towards a dichotomy for the
Reidemeister zeta function, e-print, arXiv:2202.09776v1, 2022.

W teorii uktadéw dynamicznych i teorii punktow statych wazne miejsce



zajmuja tzw. dynamiczne zeta funkcje. Jedng z nich jest zeta funkcja Artina-

Mazura: o et
F(z) = exp (Z FlX(f)Z”) ,

n=1 n

gdzie Fix(f™) oznacza liczbe izolowanych punktéw statych n-tej iteracji f.

Zastepujac w powyzszej formule liczby Fix(f") réznymi ciggami (liczb
bedacych topologicznymi niezmiennikami dla iteracji odwzorowania) odpo-
wiadajacymi za dynamiczne wlasnosci funkcji f, otrzymuje sie rézne dyna-
miczne zeta funkcje, np zeta funkcje Lefschetza, lub zeta funkcje Nielsena lub
zeta funkcje Reidemeistera. W tym ostatnim przypadku rozpatrywany jest
ciag R(f") liczb Reidemeistera kolejnych iteracji.

Mozliwe jest takze bardziej ogdlne podejscie, w ktérej abstrahuje sie od
kontekstu topologicznego i zamiast odwzorowania badane sa endomorfizmy
pewnej grupy, a liczba Reidemeistera zdefiniowana jest jako relacja zliczajaca
klasy sprzezonosci relacji Reidemeistera. Ten kierunek badan jest wtasnie
glownym przedmiotem recenzowanej rozprawy. W pracy rozwazane sa (przy
odpowiednich, naturalnych zalozeniach) rézne klasy funkcji zeta pochodzace
od klasycznej liczby Reidemeistera, liczby Reidemeistera koincydencji oraz
liczby Reidemeistera teorii reprezentacji.

Wyniki uzyskane przez doktorantke obejmuja gléwnie podanie wzoréw
na liczby Reidemeistera dla automorfizméw rozwazanych grup oraz wyka-
zanie wymiernosci fukeji zeta (lub faktu, ze jest ona skonczonym iloczynem
pierwiastkéw z fukcji wymiernej) oraz udowodnienie tzw. dychotomii Polyi-
Carlsona. Dychotomia ta zawiera nastepujaca alternatywe: albo odpowiednia
zeta funkcja jest wymierna albo okrag jednostkowy jest jej brzegiem natural-
nym. Innym typem uzyskanych wynikow jest wspomniane wczesniej stwier-
dzenie spetniania pewnego réwnania funkcyjnego przez odpowiednia funkcje
zeta. Jednym z kolejnych interesujacych rezultatéw uzyskanych w rozprawie,
a majacych glebokie zwiazki z teorig punktow periodycznych, sa kongruencje
Gaussa dla liczb Reidemeistera:

> u(d)R(¢"") = 0 (mod n),

dln
gdzie p oznacza arytmetyczng funkcje Mobiusa. Kongruencje te udowodnit
dla ciagu indekséw punktu statego iteracji odwzorowania A. Dold (dlate-
go nazywane sg one tez kongruencjami lub relacjami Dolda). Dzigki wcze-
$niejszym pracom promotora i jego wspotpracownikow znane byly one tez
w przypadku liczb Nielsena iteracji i dynamicznych liczb Reidemeistera dla



odwzorowan niektorych przestrzeni w siebie. Autorka prezentuje ich prze-
niesienie na liczby Reidemeistera teorii reprezentacji i liczby Reidemeistera
automorfizmow pewnych grup.

Tematyka recenzowanej rozprawy doktorskiej jest w mojej opinii intere-
sujaca i wpisuje sic w prowadzone obecnie, w roznych czotowych osrodkach
krajowych i zagranicznych, badania na pograniczu algebry i teorii uktadow
dynamicznych. Techniki badawcze uzywane w rozprawie sg zréznicowane, do-
minuje gtéwnie klasyczny aparat algebraiczny. Oprécz standardowych metod
wymieni¢ mozna miedzy innymi: klasyczne twierdzenie Bauera z lat 30-tych
XX wieku, dual Pontriagina i jego wtasnosci, wyniki Bella, Milesa i Warda
dotyczace brzegéw naturalnych, twierdzenie Pélyi - Carlsona, czy tez wta-
snosci ciggéw liniowo rekurencyjnych.

Uktad rozprawy jest wedtug mnie prawidtowy: na poczatku autorka przed-
stawia wprowadzenie do uprawnianej przez nig tematyki, omawiajac klasycz-
ne funkcje zeta i zwigzki miedzy nimi, nastepnie w skondensowanej formie
przedstawia gtéwne rezultaty rozprawy, a kolejne rozdzialy poswiecone sg po-
szczegbdlnym wynikom i ich dowodom. Podkresli¢ nalezy, ze praca jest rowniez
napisana z duza starannoscig i dbatoscia o strone redakcyjna.

Drobna uwaga krytyczna: w kilku miejscach nastepuja odwotania do lite-
ratury bez bardziej szczegdtowego omowienia wyniku, z ktorego sie korzysta.
Wydaje mi sig, ze w doktoracie, z zasady powinno si¢ raczej rozwija¢ rozumo-
wania zawarte w opublikowanych wczesniej artykutach. Natomiast chciatbym
pochwali¢ doktorantke za zawarcie w rozprawie dobrze dobranych przykta-
dow ilustrujacych omawiang teorie.

Pozytywnie oceniam réwniez dobor pismiennictwa, ktore obejmuje za-
rowno klasyczne pozycje monograficzne, jak i najnowsze artykuly naukowe.
Autorka wykazuje sie znaczng biegtoécig w wykorzystywaniu réznych ztozo-
nych faktéw matematycznych, demonstrujac wysoki poziom wiedzy i dojrza-
tos¢ naukowsa, co dobrze wrozy jesli chodzi o dalsza, juz samodzielna, prace
i rozwo] jej kariery naukowe;j.

Podsumowujac, bardzo pozytywnie oceniam przedstawiong rozprawe dok-
torska. Stanowi ona oryginalne rozwigzanie interesujacego problemu nauko-
wego, jakim jest charakteryzacja roznych typow zeta funkcji i spelnia ona
W mojej opinii wszystkie wymagania okreslone w art. 187 ustawy z dnia 20
lipca 2018 r. Prawo i szkolnictwie wyzszym i nauce. Wnosze o dopuszczenie
pracy do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Grzegorz Graff
(podpisane elektronicznie)
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