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Rozprawa doktorska Pani mgr Hanny Stojalowskiej napisana jest w j^zyku angielskim. SkJada si? 
ona z czterech rozdzialow i zawiera prawie sto stron tekstu matematycznego. Ponizej omawiam 
najpierw zawartosc kaMego z pierwszych trzech rozdzialow.

Rozdzial 1: Hypercompositional algebraic structures

W tym rozdziale przypomniane s^ najwazniejsze defmicje i ustalona jest terminologia. Bardzo 
dobrze, ze Autorka umiescila ten rozdzial, poniewaz uiatwia on lektur? calej rozprawy. Prezentacja 
materialu jest dobrze przemyslana.

W podrozdziale 1.1 przypomniane s^ dwie rownowazne definicje grupy. Pierwsza z nich, 
Defmicja 1.1.1, jest standardowa, natomiast druga, Definicja 1.1.2, umoHiwia w sposob naturalny 
wprowadzic poj?cie hipergrupy. Zgodnie z prac^ Marty [31] (Defmicja 1.1.5 w rozprawie 
doktorskiej), hipergrupa G jest niepustym zbiorem wyposazonym w hiperoperacj?

+: GxG->P*(G),

gdzie P*(G) jest rodzin^ wszystkich niepustych podzbiorow G, spelniaj^c^ dwa warunki 
analogiczne do warunkow w Defmicji 1.1.2. Inaczej mowiqc, poj?cie hipergrupy jest uogolnieniem 
poj?cia grupy, przy czym jednowartosciowa operacja w grupie zast^piona jest przez operacj? 
wielowartosciow^. W ocenianej rozprawie doktorskiej wazn^ rol? odgrywaj^ specjalne hipergrupy, 
tzw. hipergrupy kanoniczne (Defmicja 1.1.7). Kazda grupa abelowa G moze bye traktowana jako 
hipergrupa kanoniezna, gdzie wynik operaeji grupowej x+y identyfikujemy ze zbiorem 
jednoelementowym {x+y}. W Przykladzie 1.1.11 wyst?puje wiele interesuj^cych hipergrup 
kanonicznych.

W podrozdziale 1.2 wprowadzone s^ poj?cia hiperpierscienia i hiperciala. Hiperpierscieh 
przemienny zjednosci^, oznaezany R, '}Qst hipergrupy kanoniezny wyposazony wjednowartosciowe 
mnozenie przemienne z jednosciy, z pewnymi warunkami lyczycymi hiperoperacj? dodawania z 
operaejy mnozenia. Dodatkowo, jesli kazdy niezerowy element R ma element odwrotny ze wzgl?du 
na mnozenie, to R nazywa si? hipercialem. Twierdzenie 1.2.5, pochodzyee z pracy M. Krasnera 
[23], podaje konstrukcj? hiperpierscienia skojarzonego z pierscieniem przemiennym R i podgrupy T 
jego semigrupy z mnozeniem zlozonej z elementow odwracalnych. Hiperpierscieh otrzymany w 
wyniku tej konstrukcji jest oznaezany przez ; jesli 7? jest cialem, io R-^ jest hipercialem. 
Hiperpierscienie i hiperciala postaci R^ sy nazywane faktor hiperpierscieniami i faktor hipercialami. 
W Przykladzie 1.2.11 znajduje si? interesujycy przyklad hiperciala Manssourosa pochodzyey z 
pracy [32]. Autorka rozprawy podaje w Stwierdzeniu 1.2.12 dowod faktu, ze hipercialo



Manssourosa nie jest faktor hiperciatem, wypelniaj^c w ten sposob luk? w oryginalnym dowodzie z
[32].

W podrozdziale 1.3 omowione podstawy teorii hiperpierscieni. Wprowadzone poj^cia 
podhiperpierscienia, homomorfizmu hiperpierscieni, hiperidealu, hiperpierscienia ilorazowego, 
hiperpierscienia ulamkow oraz lokalizacji. Wszystkie te poj^cia naturalnymi uogolnieniami 
odpowiednich poj^c dotycz^cych klasycznej teorii pierscieni, lecz konieczne jest przypomnienie 
precyzyjnych definicji w kategorii hiperpierscieni i podanie dowodow wielu faktow.

Rozdziat 2: Real hyperfields

Klasyczna teoria cial uporz^dkowanych, pochodz^ca od Artina i Schreiera [2] oraz rozwini^ta w 
wielu pozniejszych pracach i monografiach, doprowadzila do spektakulamych wynikow. Nic wi^c 
dziwnego, ze podj^te zostaly proby przeniesienia tej teorii na hiperciala. Fundamentalne wyniki w 
tym zakresie znajduj^ si? w pracy Marshalla [34]. S4 one rowniez przypomniane w omawianej 
rozprawie doktorskiej. Dla dowolnego hiperciala F mamy poj?cie dodatniego stozka, przeniesione z 
klasycznej teorii cial. Hipercialo jest nazywane hipercialem rzeczywistym, jesli zawiera ono co 
najmniej jeden stozek dodatni. Rodzina wszystkich sto^ow dodatnich hiperciala F oznaczana jest 
przezA(F)- W kategorii hipercial Marshall uzyskal pi?kne odpowiedniki wynikow Artina- 
Schreiera:

(1) Hipercialo Fjest hipercialem rzeczywistym wtedy i tylko wtedy , gdy -1 nie nale^ do sumy

(2) Jesli F jest hipercialem rzeczywistym, to I(F‘')*jest przeci?ciem wszystkich sto^ow 

dodatnich hiperciala F.

Wyniki te s^ podane wraz z dowodami jako Twierdzenie 2.1.13 i Wniosek 2.1.17 w omawianej 
rozprawie doktorskiej. Ponadto, wynik z pracy Marshalla [34] 0 tym, ze dla dowolnego hiperciala 
rzeczywistego F zhi6rX{F) jest topologicznq przestrzeni^ boolowskq jest przedstawiony z 
dowodem jako Twierdzenie 2.1.20. W podrozdziale 2.1 znajduje si? rowniez interesuj^ca 
charakteryzacja hipercial rzeczywistych, Stwierdzenie 2.1.18, pochodz^ca z pracy [26], ktorej 
wspolautork^ jest Pani mgr Hanna Stojalowska: hipercialo F jest hipercialem rzeczywistym wtedy i 
tylko wtedy, gdy istnieje nietrywialny homomorfizm z Fdo tzw. hiperciala znakow.

W podrozdziale 2.2 znajdujemy dodatkowe interesuj^ce wyniki dotycz^ce faktor hipercial. 
Zgodnie z Twierdzeniem 2.2.2, jesli ^ jest cialem rzeczywistym iT C K*, to istnieje bijekcja 
mi?dzy zbiorem X(Xj.) i zbioremX(A]7), gdzieX(A]7) jest zbiorem wszystkich dodatnich sto^ow 
ciala Kzawieraj^cych T. Jako konsekwencj? otrzymuje si? Wniosek 2.2.3 (Twierdzenie 3.4 z [26]):

\x{K^\ = \xim\-
Rozdzial3: Valued hyperfields

Autorka rozprawy podaje definicj? waluaeji hiperciala zgodn^ z definicjami podanymi w [11] i 
[26], Waluaeje okreslone na hipercialach majq wartosci w uporz^dkowanej grupie abelowej 
(oczywiscie wartosc 00 jest rowniez dopuszczalna). Wide faktow w tym rozdziale pochodzi z pracy 
[26]: Lemat 3.1.2, Defmicja 3.1.6, Stwierdzenie 3.1.7, Lemat 3.1.8, Defmicja 3.1.9, Stwierdzenie 
3.1.10, Stwierdzenie 3.1.11, Lemat 3.1.12, Przyklad 3.2.4. Np. zgodnie ze Stwierdzeniem 3.1.10, 
jedi Fjest hipercialem i v jest waluacj^ na F, to C^.:= {x€F: v(x) > 0} jest hiperpierscieniem valuaeji 
hiperciala F, {xBF: v(x) > Ojjest jedynym hiperidealem maksymalnym w OlJj..

Pora przejsc do rozdzialu 4, ktory zawiera glowne, oryginalne wyniki rozprawy doktorskiej.
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Rozdzial 4: Real valuations, real places and real holomorphy hyperrings

Wide wynikow znajduj^cych si^ w tym rozdziale pochodzi z pracy [26],

K. Kuhlmann, A. Linzi, H. Stojalowska, Orderings and valuations in hyperfields, Journal of Alge
bra 611 (2022), 399-421.

Przedstawi^ jedynie dwa takie wyniki. W tym celu wprowadzamy pewne oznaczenia. 
Niech F b^dzie hipercialem i niech P b^dzie stozkiem dodatnim. Defmiujemy

1^. = 1 +...+1 (^7 skladnikbw)

A{Py. = {I^a)nP ^0 dla pevmej liczby naturalnej n] 

I{P)\ = { a^F\ 1 ± I^QP dla wszystkich liczb naturalnych n}.

Stwierdzenie 4.1.3. Niech F b^dzie hipercialem rzeczywistym i niech P b^dzie stodciem dodatnim. 
Wtedy^(P) jest hiperpierscieniem waluacji wF z jedynym hiperidealem maksymalnym7(P). 
Ponadto, /^P) dla kazdej liczby naturalnej n.

Nast^puj^cy pi^kny wynik jest bez w^pienia znacz^cym osi^gni^ciem.

Twierdzenie 4.1.23 (Twierdzenie Baera-Krulla dla hipercial rzeczywistych). Niech P b^dzie 
hipercialem rzeczywistym i niech v b^dzie waluacjq na F z grup^ waluacji F. Wtedy istnieje 
bijekcja mi^dzy zbiorem i zbiorem x Horn (F, {-1, 1}).

W twierdzeniu powyzej, X(F,v) oznacza zbi6r wszystkich sto^ow dodatnich w F zgodnych
z waluacji v,

X(P.v): = {FCr(F):^(F)C(2^},

orazF:-(3i./lfrLj .

Mocno rozbudowany jest podrozdzial 4.2 poswi^cony badaniu relacji porz^dku skojarzonej 
z dodatnim sto^iem. Zawiera on liczne interesuj^ce wlasnosci i przyklady.

W podrozdziale 4.3 badany jest rzeczywisty hiperpierscien holomorficznosci Hol(P) 
hiperciala rzeczywistego F. Jesli /?(F) jest zbiorem wszystkich rzeczywistych waluacji F, to Hol(F) 
jest okreslony jako przeci^cie wszystkich hiperpierscieni waluacji odpowiadaj^cych elementom z 
R{F). Okazuje si?, ze Hol(F) jest rowniez przeci?ciem wszystkich hiperpierscieni postaci^(F), 
gdzie jest stozkiem dodatnim w F. Autorka rozprawy udowodnila nast?pujqcy elegancki i ciekawy 
wynik.

Twierdzenie 4.3.5. Hiperpierscien Hol(F) jest hiperpierscieniem Priifera.

Rozpraw? kohczy podrozdzial 4.4, w ktbrym badane s^ punkty rzeczywiste w hipercialach.

Uwagi ogole. Rozprawa doktorska Pani mgr Hanny Stojalowskiej jest napisana bardzo starannie. 
Odwolania do literatury sq prawidlowe i uwzgl^dniaj^ istotne artykuly dotycz^ce hiperpierscieni i 
hipercial, w tym dwie prace [20] i [26], ktorych Hanna Stojalowska jest wspolautork^. W pracach 
matematycznych obowi^zuje tradycyjna zasada proporcjonalnego udzialu wszystkich autorow.
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Konkluzja. Oceniana rozprawa doktorska zawiera znacz^ce wyniki matematyczne w zakresie 
algebry. Badanie hiperpierscieni i hipercial stanowi atrakcyjny program, wymagaj^cy bieglosci w 
poslugiwaniu si? wieloma narz?dziami algebry. Przeniesienie znanych wynikow z teorii pierscieni i 
teorii ciai na przypadek hiperpierscieni i hiperciai nie odbywa si? w sposob automatyczny, lecz 
wymaga gl?bokiego wnikni?cia w istot? problemow. Nie widz? slabych punktow, z wyj^tkiem 
braku samodzielnych publikacji Autorki. W mojej ocenie rozprawa doktorska Pani mgr Hanny 
Stojalowskiej spelnia wszystkie ustawowe i zwyczajowe wymogi dotycz^ce oryginalnosci i 
zakresu prowadzonych badah. Wnosz? o przyznanie Pani mgr Hannie Stojalowskiej stopnia 
doktora nauk matematycznych.

Wojciech Kucharz

Profesor Matematyki
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