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Praca doktorska dotyczy teorii hipercial rzeczywistych (z waluacja). Pojecie hiper-
ciala uogoélnia pojecie ciala poprzez dopuszczenie jako wartosci dodawania nie-
pustych zbioréw, ktore nie musza by¢ singletonami. Pojecie to zostalo wprowadzone
przez Krasnera w 1957 roku w kontekscie teorii waluacji.

Praca ta ma cztery rozdzialy, ktére sa omowione ponizej, gdzie rGwniez opisuje
glowne rezultaty pracy.

W rozdziale pierwszym znajduje si¢ dokladny opis definicji i poje¢ z ,hiperal-
gebry”, ktore sa pdzniej potrzebne w pracy. Sa to pojecia takie jak: hipergrupa,
hipergrupa kanoniczna, hiperpierscieni, hipercialo i hipercialo ilorazowe w sensie
Krasnera (iloraz ciata przez podgrupe grupy multyplikatywnej).

W drugim rozdziale autorka przedstawia teorie Marshalla hipercial rzeczywistych
ze szczegolnym uwzglednieniem hipercial rzeczywistych ilorazowych (w sensie Kras-
nera). W szczegdlnosci, podane sg zwiazki pomiedzy dodatnimi stozkami ciala a
dodatnimi stozkami hiperciata ilorazowego.

W trzecim rozdziale opisane sa podstawy teorii waluacji na hiperciatach (wprowa-
dzonej wezesniej przez B. Davvaza i A. Salasiego), gdzie autorka skupia sie na ilo-
razowych hipercialach rzeczywistych. Pokazane sg zwigzki miedzy waluacjami na
ciele a waluacjami na odpowiednich rzeczywistych hiperciatach ilorazowych. Au-
torka wprowadza tez swoje wlasne pojecie hiperpierécienia Priifera w analogii z po-
jeciem klasycznym (dziedzina w ktorej skoniczenie generowane idealy sa odwracalne).

Czwarty rozdzial zawiera nastepujace gtowne rezultaty pracy.

e Wariant twierdzenia Baera-Krulla w kontekscie hipercial (Tw. 4.1.23).

e Kazda rzeczywista struktura na hiperciele zadaje czesciowy porzadek, ktory
jest “strict weak ordering”, czyli relacja nieporownywalnosci jest relacja row-
nowaznosci (Prop. 4.2.7). Hipercialo rzeczywiste jest suma lafcucha an-
tylancuchow wzgledem tego porzadku i dlugosei tych antylancuchow sa opi-
sane w Prop. 4.2.36.

e Zdefiniowane jest pojecie “real holomorphy hyperring” i pokazane jest, ze te
“real holomorphy hyperrings” sa hiperpierscieniami Priifera (Tw. 4.3.5).

e Udowodnione sa wlasnosci topologiczne przestrzeni rzeczywistych ,places”
na rzeczywistych hiperciatach (Tw. 4.4.5).

Powyzsze wyniki sg zilustrowane ciekawymi przykladami hipercial ilorazowych (w
sensie Krasnera) cial szeregow Lauranta i cial szeregow Hahna nad cialami uporzad-
kowanymi (Przyklady 4.1.18 — 4.1.20).

Recenzowana rozprawa doktorska jest w wiekszo$ci dobrze napisana. Weigz mam
kilka sugestii i uwag, ktére zamieszczam ponize;j.

(1) Przyklad 1.2.9: Wszystko co jest tu napisane jest prawda, ale wybor ciata
liczb zespolonych C (jako C¢+) dla opisu hiperciatla dwuelementowego nie
bedacego cialem jest nieco zmylajacy poniewaz to hipercialo moze by¢ przed-
stawione w postaci Fg. dla dowolnego ciala F, takiego ze |F| > 2.



(2) Prop. 1.2.12: Warto tu zaznaczy¢, ze istnicje inna (od konstrukeji Mas-
sourosa) konstrukcja hipercial, ktore nie sg ilorazowe w sensie Krasnera.
Konstrukeja ta pochodzi z pracy (Proposition 3.6 tamze):

Alain Connes, Caterina Consani. “The hyperring of adéle classes”. Journal
of Number Theory, 131(2):159-194, 2011.

Pokrotce, mamy ze:
e u Massourosa zbior = + x jest najwiekszy mozliwy (H \ {0}) oraz zbioér
x +y jest zwykle najmniejszy mozliwy ({z,y});
e natomiast w powyzszej pracy zbiér x + x jest najmniejszy mozliwy
({z,0}) oraz zbiér x + y jest zwykle najwickszy mozliwy (H \ {z,y,0}).
(3) Def. 1.3.1 1 Def. 1.3.4: Pojecie podstruktury powinno odpowiadaé¢ pojeciu
homomorfizmu, w taki sposob ze jesli mamy dwie struktury M i N, takie
ze uniwersum M jest podzbiorem uniwersum N, to M jest podstrukturg A
wtedy i tylko wtedy, gdy oczywista inkluzja jest homomorfizmem.
W sytuacji dwoch mozliwosci na zdefiniowanie podstruktury (Def. 1.3.1)
i dwoch mozliwosci na zdefiniowanie homomorfizmu (Def. 1.3.4) mamy:
e pojecie “strict subhyperring” odpowiada (w powyzszym sensie) pojeciu
“strict homomorphism”;
e ale pojecie “subhyperring” nie odpowiada (w powyzszym sensic) poje-
ciu “homomorphism”, poniewaz pojecie “subhyperring” (z Def. 1.3.1)
odpowiada silniejszej wersji wlasnosci (HH3) z Def. 1.3.4, gdzie:

ez +rY) = (p(z) +s ¢(y)) Nim(p).
Uwaga ta nie wplywa na prawdziwos¢ wynikow w recenzowanej pracy, ale
powoduje wrazenie (przynajmniej u mnie), ze podstawowe definicje z teorii
hipercial sa nieco przypadkowe.
Przy okazji: role R i S sa zamienione w definicjach 1.3.1 i 1.3.4, co jest

pewna niezrecznoscia.

(4) Rozdzial 3: W analogii do Prop. 1.2.12, naturalne wydaje sie sformutowanie
pytania:
»Czy kazde hiperciato z waluacjq pochodzi od ilorazowej konstrukcji Kras-
nera?”
Prawdopodobnie odpowiedz jest nieznana, ale powyzsze pytanie jest warte
sformutowania.

(5) Prop. 4.2.7.

(a) Czesciowe porzadki w ktorych relacja nieporéwnywalnosci jest relacja
rownowaznosci maja swoja nazwe (“strict weak ordering”), o czym warto
wspomuniec.

(b) Zamiast “x +y C P”, powinno by¢ “z +y C Py".

(c) W dowodzie 4.2.7 cze$¢ od “On the other hand” moze by¢ zastapiona
przez krotka uwage w stylu:

“exchanging a with ¢ in the argument above, we obtain a ~ ¢”.
Chodzi o to, ze jesli pokazalo si¢c prawdziwos$¢ stwierdzenia typu:

Vo, v,.2 Tz, 9,2),
to automatycznie pokazalto sie rowniez prawdziwos$¢ stwierdzenia:

Yo, u2 Tlzy o).
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U nas Y(z,y, 2) to:
(y—o)NFR#0 N -ynh#0 = (z-2)NFkK#0.

(6) Prop. 4.2.17.: Wydaje sie sensowne zastanowienie sie nad tym, czy bycie
“stringent” w pelni charakteryzuje te hiperciata rzeczywiste, dla ktérych in-
dukowany porzadek czesciowy jest liniowy.

Powyzsze uwagi maja charakter drugorzedny i dlatego nie maja wpltywu na ostate-
czng ocene rozprawy (ponizej).

Konkluzja

Uwazam, ze ta rozprawa doktorska prezentuje ogdlng wiedze teoretyczng kandy-
datki w dyscyplinie matematyka oraz umiejetnosé samodzielnego prowadzenia pracy
naukowej. Podsumowujac, przedstawiona rozprawa spelnia wymogi usta-
wowe (artykul 187 ust. 1-3 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o
szkolnictwie wyzszym i nauce) i wnosze o jej przyjecie oraz dopuszczenie
mgr Hanny Stojalowskiej do dalszych etap6w postepowania doktorskiego.
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