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PUNK; •Recenzja pracy doktorskiej 
Real hyperfields

przedstawionej przez mgr Hann^ Stojalowskq r 3, CS, 2024
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Praca doktorska dotyczy teorii hiperciai rzeczywistych (z waluacj^). Poj^cie hiper- 
ciala uogolnia poj^cie ciala poprzez dopiiszczenie jako wartosci dodawania nie- 
pustych zbiorow, ktore nie musz^ bye singletonami. Poj^cie to zostalo wprowadzone 
przez Krasnera w 1957 roku w kontekscie teorii waluaeji.

Praca ta ma cztery rozdzialy, ktore omowione ponizej, gdzie rowniez opisuj^ 
giowne rezultaty pracy.

W rozdziaic pierwszym znajdujc sig dokladny opis definieji i pojgc z ,^ipcral- 
gebry”, ktore pozniej potrzebne w pracy. to pojgcia takie jak: hipergrupa, 
hipergrupa kanoniezna, hiperpierscien, hipercialo i hipercialo ilorazowe w sensie 
Krasnera (iioraz ciala przez podgrupg grupy multyplikatywnej).

W drugim rozdziale autorka przedstawia teorig Marshalla hipercial rzeczywistych 
ze szczegolnym uwzglgdnieniem hipercial rzeczywistych ilorazo^\ych (w sensie Kras
nera). W szczegolnosci, podane s^ zwi^zki pomigdzy dodatnimi stozkami ciala a 
dodatnimi stozkami hiperciala ilorazowego.

W trzecim rozdziale opisane sj| podstawy teorii waluaeji na hipercialach (wprowa- 
dzonej wczesniej przez B. Davvaza i A. Salasiego), gdzie autorka skupia sig iia ilo- 
razowych hipercialach rzeczywistych. Pokazane s^ zwi^zki niigdzy waluacjami na 
ciele a waluacjami na odpowiednich rzeczywistych hipercialach ilorazowych. Au
torka wprowadza tez swoje wlasne pojgcie hiperpierscienia Prufera w analogii z po- 
jgeiem klasycznym (dziedzina w ktorej skohezenie generowane idealy s^ odwracalne).

Czwarty rozdzial zawiera nastgpuji|ce glowne rezultaty pracy.
• Wariant twierdzenia Baera-Krulla w kontekscie hipercial (Tw. 4.1.23).
• Kazda rzeczywista struktura na hiperciele zadaje czgsciowy porz^ek, ktory 

jest “strict weak ordering”, czyli relacja nieporownywalnosci jest relacj^ row- 
nowaznosci (Prop. 4.2.7). Hipercialo rzeczywiste jest sum^ laiicucha 
tylahcuchow wzglgdem tego porzf|dku i dlugosci tych antylahcuchow s^ opi
sane w Prop. 4.2.36.

• Zdefiniowane jest pojgcie “real holomorphy hyperring” i pokazane jest, ze te 
“real holomorphy hyperrings” s^ hiperpierscieniami Prufera (Tw. 4.3.5).

• Udowodnione s^ wlasnosci topologiczne przestrzeni rzeczywistych „places” 
na rzeczywistych hipercialach (Tw. 4.4.5).

Powyzsze w^miki s^ zilustrowane ciekawyrni przykladami hipercial ilorazowych (w 
sensie Krasnera) cial szeregow Lauranta i cial szeregow Hahna nad cialami uporz^d- 
kowanymi (Przyklady 4.1.18 - 4.1.20).

Recenzowana rozprawa doktorska jest w wigkszo^ci dobrze napisana. Wei^ mam 
kilka sugestii i uwag, ktore zamieszczam ponizej.

(1) Przyklad 1.2.9: Wszystko co jest tu napisane jest prawd^, ale wybor ciala 
liczb zespolonych C (jako Cc*) dia opisu hiperciala dwuelementowego nie 
bgd^cego cialem jest nieco zmylaj^cy poniewaz to hipercialo moze bye przed- 
stawione w postaci Fp- dla dowolnego ciala F, takiego ze \F\ > 2.
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(2) Prop. 1.2.12: Warto tu zaznaczyc, zc istnicjc irma (od konstrukcji Mas- 
sourosa) konstrukcja hipercial, ktore nie ilorazowe w sensie Krasnera. 
Konstrukcja ta pochodzi z pracy (Proposition 3.6 tamze):
Alain Connes, Caterina Consani. “The hyperring of adeie classes”. Journal 
of Number Theory, 131(2):159-194, 2011.
Pokrotce, mamy ze:

• u Massourosa zbior x + x jest najwi^kszy mozli^^y (H \ {0}) oraz zbior 
X y jest zwykle najmniejszy mozliwy ({a:,y});

• natomiast w powyzszej pracy zbior x + x jest najmniejszy mozlhvy 
({x, 0}) oraz zbior x + y jest zwykle najwi^kszy rnoziiw^^ (// \ {x, y, ()}).

(3) Def. 1.3.1 i Def. 1.3.4: Poj^cie podstniktury powinno odpowiadac poj^ciu 
homomorfizmu, w taki sposob ze jesli mamy dwie struktury M i Af, takie 
ze uniwersum M jest podzbiorem iiniwersum N, to M. jest podstruktur^ M 
wtedy i tylko wtedy, gdy oczywista inkliizja jest homomorfizmem.

W sytuacji dwoch mozliwosci na zdefiniowanie podstruktury (Def. 1.3.1) 
i dwoch mozliwosci na zdefiniowanie homomorfizmu (Def. 1.3.4) mamy:

• poj^cie “strict subhyperring” odpowiada (w powyzszym sensie) poj^du 
“strict homomorphism”;

• ale pojQcic “subhyperring” nie odpowiada (w poTv^yzszym sensie) poj^- 
ciu “homomorphism”, poniewaz poj^cie “subhyperring” (z Def. 1.3.1) 
odpowiada silniejszej wersji wlasnosci (HH3) z Def. 1.3.4, gdzie:

+/i y) - (<^(^-) +s Tiy)) n
Uwaga ta nie wptywa na prawdziwosc wynikow w recenzowanej pracy, ale 
powoduje wrazenie (przynajmniej u mnie), ze podstawowe definieje z teorii 
hipercial nieco przypadkowe.

Przy okazji: role R i S zamienioiie w definicjach 1.3.1 i 1.3.4, co jest 
pewn^ niezr^cznosci^.

(4) Rozdzial 3: W analogii do Prop. 1.2.12, naturaine wydaje si^ sformulowanie 
pytania:
„Czy kazde hipercialo z waluaejq pochodzi od ilorazowej konstrukcji Kras
nera?”
Prawdopodobnie odpowiedz jest nieznana, ale powyzsze pytanie jest warte 
sformulowania.

(5) Prop. 4.2.7.
(a) CzQsciowe porz^dki w ktorych relacja nieporownywalnosci jest relacj^ 

rownowaznosci maj^ swoj^ nazw^ (“strict weak ordering”), o czym warto 
wspomniec.

(b) Zaraiast “x + y C P”, powinno bye “x + y C Pf\
(c) W dowodzie 4.2.7 cz^sc od “On the other hand” moze bye zast^piona 

przez krotk^ uwag^ w stylu:
“exchanging a with c in the argument above, we obtain a ~ e”.
Chodzi 0 to, ze jedi pokazalo siq prawdziwosc stwierdzenia typu:

Vx,y,2 T(x,y,z),
to automatyeznie pokazalo si^ rowniez prawdziwosc stwierdzenia: 

Vx,y,2 T(2,y,x).
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U nas T(a;,y, 2) to:
(y - x) n Po / 0 A (2 - y) n Po 7^ 0

(6) Prop. 4.2.17.: Wydaje si^ sensowne zastanowienie si^ nad tym, czy bycie 
“stringent” w pelni charakteryzuje te hiperciala rzeczywiste, dla ktdrych in- 
dukowany porz^dek cz^sciowy jest liniowy.

Powyzsze uwagi maj^ charakter drugorz^dny i dlatego nie maj^ wpiywu na ostate- 
czn^ ocen^ rozprawy (ponizej).

(x - 2) n Po ^ 0.

Konkluzja
Uwazam, ze ta rozprawa doktorska prezentuje ogoln^ wiedz^ teoretyczn^ kandy- 
datki w dyscyplinie matematyka oraz umiej^tnosc samodzielnego prowadzenia pracy 
naukowej. Podsumowiijt^,c, przedstawiona rozprawa spelnia wymogi usta- 
wowe (artykul 187 ust. 1-3 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o 
szkolnictwie wyzszym i nauce) i wnosz^ o jej przyj^cie oraz dopuszczenie 
mgr Hanny Stojalowskiej do dalszych etapow post^powania doktorskiego.

Prof, dr hab. Piotr Kowalski 
Instytut Matematyczny 
Uniwersytetu Wroclawskiego
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