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WPŁYNĘtO
Ocena rozprawy doktorskiej mgr Hanny Weroniki Stojalowskiej .JReal hyperfiełds”

Przedmiotem recenzowanej pracy jest opracowanie wersji klasycznego twierdzenia Baera-Krulła 
w wersji dla hipercial i rozwinięcie przy użyciu tak otrzymanych narzędzi terorii hipercial rze
czywistych. Przypomnijmy, ze w klasycznej teorii cial. cialo F nazwiemy uporządkowanym. gdy 
możemy wyposażyć je w relację częściowego porzzdku zgodnę z działaniami algebraicznymi w F. Z 
praktycznego punktu widzenia wygodniej niz relację częsciowego porzadku jest posiugiwac się poj<ę 
ciem nieujemnego stozka danego porzadku. z zatem podzbioru P dala F zlozonego z nieujemnych 
elementów danej relacji - stożki takie zwyczajowo nazywamy porządkami. Klasyczne twierdzenie 
Artina-Schreiera z konca lat Z0-tych XX wieku orzeka. ze dane cialo F mozemy wyposażyc w 
porządek. jeŻeli —1 nie jest w nim sumę kwadratów. Dalej, waluację t: P^ Gu{o}, gdzie G jest 
pewna uporządkówąną grupa abelowa. nazwiemy kompatybilną względem danego porzadku P dala 
F. jezeli dla dowolnych dodatnich w porzadku P elementów a i b nierownosc v(a) ą v{b) zachodzi 
wtedy i tylko wtedy. gdy b — aEP. Zbior wszystkich porządkow ciała F kompatybilnych z waluację 
v oznaczamy przez Xp, przy czym nie jest trudno wykazac. ze dany porzzdek jest kompatybilny 
z waluacja v wtedy i tylko wtedy. gdy plerśdeń waluacyjny Ov jest zbiorem wypuklym względem 
porządku P. Jeśli oznaczymy przez U+ grupę dodatnich jednostek pierscienia O v, to porzędki z Xp 
pozostaję we wzajemnie jednoznacznej odpówlednlódd z charakterami y: F* / F*2U + —» {-1.1} 
odwzorowującymi klasę —1 na —1.

Glownym celem. jaki postawila sobie do zrealizowania Autorka. jest sformułowanie i udowod
nienie wersji twierdzenia Baera-Krulla dla hipercląl,ćżyli algebr przypominajacych data. w których 
wszelako dodawanie jest operację wiefowartodcfową. Zadanie to napotyka na istotne naturalne 
trudnosci. z racji ktorych nie moŻe bye wykonane poprzez proste ..przetłumaczenie'’ rozumowania 
dla cial do przypadku algebr wlelówartóddowych: po pierwsze. prosta ódpowiednioSC między ści- 
stym porzódlkiem liniowym data a jego dodatnim stożkiem (tj. nieujemnym stożkiem z wyłażonym 
elementem 0) nie przenosi się na hiperdala. gdzie istnieja dodatnie stozki. którym nie odpowiadają 
liniowe porzadki. W zwiiąku z tym. autorka zmuszona jest budowac swoja konstrukcję w oparem o 
scisle porzadki czesciowe. Po drugie. wspomniana wcześniej charakteryzacja porzicktów kompaty
bilnych z daną waluacja jako tych. względem ktorych pierśden waluacyjny jest zbiorem wypuklym 
- również nie przenosi się do świata hipercial: tu. dla danego porzadku kompatybilnego z waluacja. 
jej hiperpiersdeń waluacyjny jest wypukły względem sdslego porzadku częsciowego wyznaczonego 
przez dodatni stożek porzadku. ale implikaeja odwrotna na ogól nie jest prawdziwa. Autorka 
proponuje zatem rozważanie pojęcia kompatybilnosci dodatnich stożkow i waluaeji definiowanego 
bez użyeia wypukloSci. Udowodnione przez Autorką twierdzenie orzeka zatem. że dla hiperdala 
H dodatnie stożki kompatybilne z dana waluacja Ł’: i? — F U {x } pozostaję we wzajemnie jednozna- 
czej odpowicdniódd ze zbiorem ' x Hom{r. {±1}}. gdzie H oznaeza odpowiednio zdefiniowane 
hiperdalo reszt waluaeji v. Jest to bardzo elegancko sformułowany rezultat. który - w moim 
odczuciu - w najlepszy możliwy sposób przenosi twierdzenie Baera-Krulla do świata hipercial.

Hiperdala formalnie pojawily się w algebrze w latach 30-tych XX wieku. aezkolwiek sam 
pomysł rozważania tworów „iciajopódóónych” z wżelowa^;tóS:fowym dodawaniem jest zapewne o 
w1C|C starszy. W ostatnich latach można ząóóscrwówąś wzmożone zainteresowanie algebrami wle- 
lowartóSdówymi w ógólnódd[ a hlpercialaml w szczególności interecującc przykłady ich zastosowań 
znajdujemy w geometrii tropikalnej. w informatyce teoretyeznej i logice rozmytej. czy wreszeie 
w algebraicznej teorii form kwadratowych - istotnie. dla danego ciala F i jego grupy klas kwa- 
dratow Q{F) = F* /F*2 można wprowadzic operaeją wielowartóśdowcgó dodawania elementów a. 
b*Q(F) poprzez zdefiniowanie sumy a -i d jako zbioru (klas) wartodd formy kwadratowej ax2 + by*, 
i^krećlająę w ten sposob na Q{F) strukturą hiperdala. Hiperdalo Q{F) jest wygodnym obiektem 
do badania form kwadratowych z aksjomatycznego punktu widzenia. istotnie można więc roz- 
Wa.Ząć hiperdala sp^niajace pewne dodatkowe aksjomaty odpowiadajace wlasnosciom ciała Q(F] 
i nazywac je hipercialami kwadratowymi. Kategoria hipercial kwadratowych to. w przybliżeniu. 
to samo. CO kategorla grup specjalnych Dickmanną-Miraglli[ czy kategoria abstrakcyjnych pier- 
scieni Witta. Niedawno opublikowano sporo rezultatów (prace Dick manna. Miroglii. Akm^o 
Roberto. Petrovlcha ■ i innych). w ktorych z powodzeniem udało się przeniesc wybrane klasyczne 
twierdżenia ż teorżi form kwadratowych do Swiata kwadratowych hipercial. Brak dobrze zacho



 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

 

 
 

wuj;ącej się teorii waluacji stanowi tu poważny problem - przykładowo opracowany niedawno przez 
Mariano i Roberto dowód twierdzenia .^rasona-PAstera (tzw. Arason-Pfister Hauptsatz) starannie 
omija wszelkie nawiącania do teorii waluacji, tymczasem w przypadku tial jest to przetiez kla
syczne twierdzenie ,,wsauacyjne”. Przeg^aJac bibliografie załęzonę przez Autorkę do jej rozprawy 
odniosiem wrazenie, ze nie jest żazuajomióna z akurat tym nurtem prowadzonych obecnie badań. 
Nie jest to. oczywiCcie, zarzut, ale raczej sugestia. gdzie opracowane przez nią wyniki mogiyby 
żnajeżC naturalne i efektowne zastosowania.

Autorka podzieliła pracę na cztery rozdziały, przy czym najwazniejsze rezultaty znajduje sic 
w ostatnim z nich. Pierwszy rozdziai ma charakter wprowuazziący, gdzie Autorka podaje podsta
wowe definicje i twierdzenia z teorii hipergrup, hiperpierścieni i hipercial. Wszystkie dyskutowane 
pojęcia sa tu bogato ilustrowane przykladami. w tym z dziedzin dose od^iy^ od giownej tema
tyki rozprawy. Autorka często tez pozwaia sobie na liezne dygresje luzno związane z giownym 
rezultatem pracy. na przykiad przeprowadza dogłębna analizę przykiadu Massourosa hiperciala. 
ktore nie jest ilorazem ciala. Uwazam, ze praca sporo na tym zyskuje: lektura monografii. ktorej 
autor częstokroc pochyla się nad zagadnieniem, które z jakiegos powodu go zaintryguje, sprawia 
czytelnikowi niewatpliwę przyjemnosc.

W drugim rozdziale Autorka streszcza glowne rezultaty teorii rzeczywistych hipercial, opieeraję 
się przede wszystkim na pracy Marshalla. Częsc twierdzeh jest tu njęznąeżnię przerobiona tak. aby 
miała zastosowanie do interesujacych Autorkę stozkow dodatnich, nie zas stozkow nieujemnych. 
W drugiej częsci rozdzialu. przy omawianiu rzeczywistych hipercial ilorazowych, pojawiaję się 
tez pierwsze oryginalne wyniki pochodzace z opublikowanej przez Autorkę wspolnej pracy z K. 
KuhUnann i A. Linzim.

Trzeci rozdzial poswięcony jest waluąejom na ńipertialatń. Autorka opiera się tu na pojęciu 
waluacji hiperciała w sensie zdefiniowanym przez Dawaza i Salasi^ego jako waluacji o wartosciach 
w uporządkowanej grupie abelowej, które. w szczególnoścj. obejmuje tez pojęcie waluacji o warto- 
sciach w uporzadkowanej hipergrupie. Klnezowe wyniki tego rozdzialu pochodzę ze wzmiankowanej 
juz wspolnej pracy Autorki, K. Kuhlmann i A. Linziego, natomiast częsc pochodzi z pracy Mirdar 
Harijani i Anvariyeha. wszelako z poprawionymi lub ulepszonymi dowodami autorstwa Autorki i 
Linziego.

Centralne dla pracy twierdzenie znajduje się w ostatnim. czwartym rozdziale. Rowniez i ono 
pochodzi ze wspolnej pracy Autorki. K. Kuhlmann i Linziego. W rozdziale podanych jest tez kilka 
dodatkowych rezultatów. w szczegolnosci Autorka podejmuje probę zdefiniowania rzeczywistego 
hiperpierscienia holomorfii i pokazuje. ze jest to hiperpierścień Prufera - otrzymuje w ten sposób 
analogon znanego twierdzenia z algebry rzeczywistej.

Praca napisana jest jasnym, czytelnym językiem i jest przyjemna w lekturze. Przedstawione 
przez Autorke rozumowania sa klarowne, a sposob redakcji dowodów twierdzeń swiadezy o bie- 
głóScj i dóSwiądezeniu, jakimi Autorka legitymuje się w opracowywaniu tekstów matematycznych. 
Szczegolnie godnym podkreslenia atutem pracy jest spora liezba dobre przemyslanych przy^adow. 
Rowniez angielszczyzna Autorki pozostaje bez zarzutu.

W rozprawie Autorka cytuje swoje trzy puólikaeje (z czego jedna przechodzi jeszcze proces 
wydawniezy), ale przeważajaca wiekszosc odniesieh dotyezy wspolnej pracy z K. Kuhlmann i 
A. Linzim. W istocie więc praca Autorki sprawia wrazenie - w zakresie kluczowych wynikbw - 
rozbudowanej wersji jednego artykulu. Nalezy jednak żąznąeżye, ze jest to artykul dose obszerny 
i opubiikowany w dobrym czasopismie.

Odpowiednie Baera-Krulla dla hipercial jest, oczywiscie. wynikiem ciekawym samym w sobie, 
uwazam jednak. ze Autorka moglaby znakomicie rozreklamować swoj wynik znajdują jakies za^to- 
sowanie otrzymanego rezultatu do rozwiąęania ktoregos z typowych problemow „waluacyjnych” - 
wspominalem juz wyzej o przykladowych otwartych zagadnieniach w aksjomatycznej teorii form 
kwadratowych. do ktorych rozstrzygnięcia twierdzenia Autorki powinny się nadać



 
 
 
 
 
 
 
 

Podsmnowujac. moja opinia na temat recenzowanej rozprawy jest pozytywna. Jak wykazałem 
powyżej. praca zawiera szereg istotnych wyników matematycznych. Stwierdzam zatem, że rozprawa 
doktorska mgr Hanny Weroniki Stojalowskiej ,Jleal hyperfields'’ stanowi oryginalne ro^t^ii^^ande 
problemu naukowego w rozumieniu Art. 187, pkt 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnic
twie wyzszym i nauce. Rozprawa wskazuje na posiadanie przez Autorkę ogolnej wiedzy teoretycznej 
w dyscyplinie matematyka oraz umiejętność prowadzenia samodzielnej pracy naukowej. W opinii 
nizej podpisanego, rozprawa spelnia zwyczajowe i ustawowe wymogi stawiane pracom doktorskim. 
W związku z powyższym wnoszę o dopuszczenie mgr Hanny Weroniki Stojałowskiej do dalszych 
etapow postępowania w sprawie nadania stopnia doktora.

Katowice, 2 czerwca 2024


