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Ocena rozprawy doktorskiej mgr Hanny Weroniki Stojalowskiej . ,Real hyperfields”

Przedmiotem recenzowanej pracy jest opracowanie wersji klasycznego twierdzenia Baera-Krulla
w wersji dla hipercial i rozwiniecie przy uzyciu tak otrzymanych narzedzi terorii hiperciat rze-
czywistych. Przypomnijmy, Zze w klasycznej teorii cial. cialo F nazwiemy uporzadkowanym. gdy
mozemy wyposazy¢ je w relacje czesciowego porzadku zgodna z dzialaniami algebraicznymi w F. Z
praktycznego punktu widzenia wygodniej niz relacja czesciowego porzadku jest postugiwac sie poje-
ciem nieujemnego stozka danego porzadku. z zatem podzbioru P ciala F zlozonego z nieujemnych
elementow danej relacji - stozki takie zwyczajowo nazyvwamy porzadkami. Klasyczne twierdzenie
Artina-Schreiera z konca lat 20-tych XX wieku orzeka. ze dane cialo F mozemy wyposazy¢ w
porzadek. jezeli —1 nie jest w nim suma kwadratéw. Dalej, waluacje v: F — G U {xc}, gdzie G jest
pewna uporzadkowana grupa abelowa. nazwiemy kompatvbilna wzgledem danego porzadku P ciata
F. jezeli dla dowolnych dodatnich w porzadku P elementéw a i b nieréwnosé v(a) 2 v(b) zachodzi
wtedy i tylko wtedy. gdy b—a € P. Zbior wszystkich porzadkow ciala F' kompatybilnych z waluac)a
v oznaczamy przez Xj, przy czym nie jest trudno wykazaé, ze dany porzadek jest kompatybilny
z waluacja v wtedy i tylko wtedy, gdy pierscien waluacviny O, jest zbiorem wypuklym wzgledem
porzadku P. Jesli oznaczymy przez U™ grupe dodatnich jednostek pierscienia O, to porzadki z X#
pozostaja we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci 2z charakterami y: F* /F>*2U* — {—1, 1}
odwzorowujacymi klase —1 na —1.

Glownym celem. jaki postawila sobie do zrealizowania Autorka, jest sformutowanie i udowod-
nienie wersji twierdzenia Baera-Krulla dla hipercial,czyli algebr przypominajacych ciata, w ktorych
wszelako dodawanie jest operacja wielowartosciows. Zadanie to napotyka na istotne naturalne
trudnosci. z racji ktorych nie moze byé wykonane poprzez proste .,przettumaczenie” rozumowania
dla cial do przypadku algebr wielowartosciowych: po pierwsze, prosta odpowiednio$é miedzy $ci-
stym porzadkiem liniowym ciala a jego dodatnim stozkiem (tj. nieujemnym stozkiem z wylaczonym
elementem 0) nie przenost sie na hiperciata. gdzie istnieja dodatnie stozki, ktorym nie odpowiadaja
liniowe porzadki. W zwiazku z tym, autorka zmuszona jest budowaé¢ swoja konstrukcje w oparciu o
sciste porzadki czesciowe. Po drugie, wspomniana wezesniej charakteryzacja porzadkéw kompaty-
bilnych z dana waluacja jako tych, wzgledemn ktorych pierscien waluacyjny jest zbiorem wypuktym
- réwniez nie przenosi sie do $wiata hipercial: tu. dla danego porzadku kompatybilnego z waluacja,
jej hiperpierscien waluacyjny jest wypukly wzgledem scislego porzadku czesciowego wyznaczonego
przez dodatni stozek porzadku. ale implikacja odwrotna na ogot nie jest prawdziwa. Autorka
proponuje zatem rozwazanie pojecia kompatybilnosci dodatnich stozkdéw i waluacji definiowanego
bez uzycia wypuklosci. Udowodnione przez Autorke twierdzenie orzeka zatem, ze dla hiperciala
H dodatnie stozki kompatybilne z dana waluacja v: H —T'U{x} pozostaja we wzajemnie jednozna-
czej odpowiedniosci ze zbiorem Xy x Hom{I, {£1}}. gdzie H oznacza odpowiednio zdefiniowane
hipercialo reszt waluacji v. Jest to bardzo elegancko sformulowany rezultat, ktéory — w moim
odezuciu — w najlepszy mozliwy sposéb przenosi twierdzenie Baera-Krulla do swiata hiperciat.

Hiperciala formalnie pojawily sie w algebrze w latach 30-tych XX wieku. aczkolwiek sam
pomyst rozwazania tworéw .cialopodobnych” z wielowartosciowym dodawaniem jest zapewne o
wiele starszv. W ostatnich latach mozna zaobserwowa¢ wzmozone zainteresowanie algebrami wie-
lowartosciowymi w ogélnoset, a hiperciatami w szczegélnosci: interesujace przyklady ich zastosowan
znajdujemy w geometrii tropikalnej. w informatyce teoretycznej i logice rozmytej. czy wreszcie
w algebraicznej teorii form kwadratowych - istotnie, dla danego ciala F i jego grupy klas kwa-
dratow Q(F)=F* /F*2 mozna wprowadzi¢ operacje wielowartosciowego dodawania elementow «.
he Q(F) poprzez zdefiniowanie sumy a + b jako zbioru (klas) wartosci formy kwadratowej ax? + hy?.
okreslajac w ten sposob na Q(F) strukuvure hiperciala. Hipercialo Q(F) jest wygodnym obiektem
do badania form kwadratowych z aksjomatycznego punktu widzenia. istotnie mozna wiec roz-
wazaé hiperciala spetniajace pewne dodatkowe aksjomaty odpowiadajace wlasnosgciom ciata Q(F)
i nazywaé je hipercialami kwadrtatowymi. Kategoria hipercial kwadratowych to, w przyblizeniu,
to samo. co kategoria grup specjalnych Dickmanna-Miraglii, czy kategoria abstrakcyjnych pier-
dcieni Witta. Niedawno opublikowano sporo rezultatow (prace Dickmanna, Miraglii. Mariano.
Roberto. Petrovicha i innych), w ktorych z powodzeniem udato sie przeniesé wybrane klasyczne
twierdzenia z teorii form kwadratowych do $wiata kwadratowych hipercial. Brak dobrze zacho-



wujacej sie teoril waluacji stanowi tu powazny problem - przykladowo opracowany niedawno przez
Mariano i Roberto dowéd twierdzenia Arasona-Pfistera (tzw. Arason-Pfister Hauptsatz) starannie
omija wszelkie nawiazania do teorii waluacji, tymczasem w przypadku cial jest to przeciez kla-
syczne twierdzenie ,waluacyjne”. Przegladajac bibliografie zalaczona przez Autorke do jej rozprawy
odniostem wraZenie. ze nie jest zaznajomiona z akurat tym nurtem prowadzonych obecnie badan.
Nie jest to. oczywiscie. zarzut, ale raczej sugestia. gdzie opracowane przez nia wyniki moglyby
znalez¢ naturalne i efektowne zastosowania.

Autorka podzielita prace na cztery rozdzialy, przy czym najwazniejsze rezultaty znajduja sie
w ostatnim z nich. Pierwszy rozdzial ma charakter wprowadzajacy, gdzie Autorka podaje podsta-
wowe definicje i twierdzenia z teorii hipergrup, hiperpierscieni i hipercial. Wszystkie dyskutowane
pojecia sa tu bogato ilustrowane przvkladami. w tvm z dziedzin dos¢ odleglych od gtownej tema-
tvki rozprawy. Autorka czesto tez pozwala sobie na liczne dygresje luzno zwigzane z glownym
rezultatem pracy. na przvklad przeprowadza doglebna analize przykladu Massourosa hiperciala.
ktore nie jest ilorazem ciala. Uwazam. Ze praca sporo na tym zyskuje: lektura monografii. ktorej
autor czestokro¢ pochyla sie nad zagadnieniem, ktore z jakiegos§ powodu go zaintryguje. sprawia
czytelnikowi niewatpliwa przyjemnosé.

W drugim rozdziale Autorka streszcza gloéwne rezultaty teorii rzeczywistych hipercial, opierajac
sie przede wszystkim na pracy Marshalla. Czes¢ vwierdzen jest tu nieznacznie przerobiona tak. aby
miala zastosowanie do interesujacych Autorke stozkow dodatnich, nie za$ stozkéw nieujemnych.
W drugiej czesci rozdzialu. przy omawianiu rzeczywistych hipercial ilorazowych, pojawiaja sie
tez pierwsze oryginalne wyniki pochodzace z opublikowanej przez Autorke wspoélnej pracy z K.
Kuhlmann i A. Linzim.

Trzeci rozdzial poswiecony jest waluacjom na hipercialach. Autorka opiera sie tu na pojeciu
waluacji hiperciala w sensie zdefiniowanym przez Davvaza i Salasi’ego jako waluacji o wartosciach
w uporzadkowanej grupie abelowej. ktore, w szczegolnosci. obejmuje tez pojecie waluacji o warto-
sciach w uporzadkowanej hipergrupie. Kluczowe wyniki tego rozdziatu pochodza ze wzmiankowanej
juz wspolnej pracy Autorki, K. Kuhlmann i A. Linziego. natomiast cze$¢ pochodzi z pracy Mirdar
Harijani i Anvariyeha. wszelako z poprawionymi lub ulepszonymi dowodami autorstwa Autorki i
Linziego.

Centralne dla pracy twierdzenie znajduje sie w ostatnim. czwartym rozdziale. Roéwniez i ono
pochodzi ze wspolnej pracy Autorki. K. Kuhlmann i Linziego. W rozdziale podanych jest tez kilka
dodatkowych rezultatow. w szczegolnosei Autorka podejmuje probe zdefiniowania rzeczywistego
hiperpierscienia holomorfii i pokazuje. ze jest to hiperpierscien Prufera - otrzymuje w ten sposob
analogon znanego twierdzenia z algebry rzeczywistej.

Praca napisana jest jasnvim, czytelnym jezykiem i jest przyjemna w lekturze. Przedstawione
przez Autorke rozumowania sa klarowne. a sposob redakcji dowodow twierdzen swiadezy o bie-
gloscl 1 doswiadezeniu, jakimi Autorka legitymuje sie w opracowywaniu tekstdéw matematycznych.
Szczegolnie godnym podkreslenia atutem pracy jest spora liczba dobre przemyslanych przyktadow.
Rowniez angielszezyzna Autorki pozostaje bez zarzutu.

W rozprawie Autorka cytuje swoje trzy publikacje (z czego jedna przechodzi jeszcze proces
wydawniczy), ale przewazajaca wiekszoéé odniesienn dotyczy wspélnej pracy z K. Kuhlmann i
A. Linzim. W istocie wiec praca Autorki sprawia wrazenie — w zakresie kluczowych wynikéw -
rozbudowanej wersji jednego artykulu. Nalezy jednak zaznaczyé, ze jest to artykul do$é obszerny
i opublikowany w dobrym czasopismie.

Odpowiedniosé Baera-Krulla dla hipercial jest, oczywiscie. wynikiem ciekawym samym w sobie.
uwazam jednak. ze Autorka moglaby znakomicie rozreklamowaé¢ swoj wynik znajdujac jakies zasto-
sowanie otrzymanego rezultatu do rozwiazania ktoregos z typowych problemoéw .waluacyjnych™ -
wspominalem juz wyzej o przykladowych otwartych zagadnieniach w aksjomatycznej teorii form
kwadratowych. do ktorvch rozstrzygniecia twierdzenia Autorki powinny sie nadacé.



Podsumowujac, moja opinia na temat recenzowane] rozprawy jest pozytywna. Jak wykazatem
powyzej. praca zawiera szereg istotnych wynikéw matematycznych. Stwierdzam zatem. ze rozprawa
doktorska mgr Hanny Weroniki Stojalowskiej ,Real hyperfields” stanowi oryginalne rozwiazanie
problemu naukowego w rozumieniu Art. 187, pkt 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnic-
tuie wyzszym | nauce. Rozprawa wskazuje na posiadanie przez Autorke ogolnej wiedzy teoretyczne]
w dyscyplinie matematyka oraz umiejetnos¢ prowadzenia samodzielnej pracy naukowej. W opinii
nizZej podpisanego. rozprawa speinia zwyczajowe i ustawowe wymogi stawiane pracom doktorskim.
W zwiazku z powyzszym wnosze o dopuszczenie mgr Hanny Weroniki Stojatowskiej do dalszych

etapow postepowania w sprawie nadania stopnia doktora. Q q KL

Katowice, 2 czerwca 2024 awel Gladki



