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Recenzja pracy doktorskiej pani mgr Karoliny Chahupki
Pewne réwnania diofantyczne typu Fermata i krzywe
eliptyczne

Gléwnym tematem recenzowanej pracy sg rownania diofantyczne podob-
nego typu jak slynne réwnanie z wiclkiego twierdzenia Fermata

a2+ oy = 2"

Jak powszechnie wiadomo nie ma uniwersalnych metod rozwigzywania réw-
nan diofantycznych - vide negatywne rozwiazanie X problemu Hilberta. 7
drugiej strony matematycy wypracowali wiele skutecznych metod eksplo-
racji konkretnych klas réwnan. Oprdcz licznych metod ad hoc, na ogét
elementarnych, poczesne miejsce zajmuja:

(A) metody oparte na faktoryzacji w odpowiednio dobranym pierscieniu
liczbowym i ogdlniej, wykorzystujace arytmetyke w tym piercieniu lub w
odpowiednim pierscieniu lokalnym;

(B) metody oparte na teorii aproksymacji diofantycznych (zaréwno ar-
chimedesowych jak i p-adycznych);

(C) metody korzystajace z twierdzenia o modularnodci krzywych elip-
tycznych okreslonych nad Q i pokrewnych faktéw, udowodnionych stosun-
kowo niedawno.

Autorka uzywa w swoich badaniach przede wszystkim nowoczesnych me-
tod typu (C). Ale warto od razu zauwazyé, ze istotng rol¢ w j¢j metodzie od-
grywaja réwniez bardziej klasyczne podejicia (A) i (B). Charakterystyczne
dla réwnan diofantycznych typu Fermata jest to, ze przez wiele dziesigtek
lat byly one poza zasiegiem metod (A) i (B). Dopiero powigzanie hipote-
tycznych rozwigzan badanych réwnan z krzywymi eliptycznymi i formami
modularnymi pozwolilo przetamaé impas: po sensacyjnym wyniku Wilesa z
lat 90-tych przyszly nastepne ciekawe rezultaty innych matematykow.

Badania doktorantki wpisuja si¢ w rozwéj metod typu (C).

U podstaw tych metod lezy pomys! Freya, aby z hipotetycznym rozwig-
zaniem réwnania diofantycznego, o ktérym chcemy udowodnié, ze nie ma
rozwigzan, zwigza¢ pewnag krzywa eliptyczna. Nastepnie nalezy poddaé ja
wnikliwym badaniom po to, aby w koicu uzyskaé sprzeczno$é. Areng tych




wnikliwych badan jest redukcja rownania tej krzywej mod p dla wszystkich
bez wyjatku liczb pierwszych p. Dla typowej liczby pierwszej p, a wiec
takiej ktora nie dzieli wyrdznika krzywej zredukowana krzywa jest gladka,
a wiec dalej eliptyczna. Paradoksalnie ten typowy przypadek jest najmniej
istotny dla omawianej metody. Istotne i subtelne zjawiska wystepuja w przy-
padku, gdy liczba pierwsza p dzieli wyrdznik globalnego modelu minimal-
nego. Zredukowana krzywa ma wtedy punkt osobliwy. Rodzaj osobliwosci
jest dokladnie zakodowany w przewodniku krzywej.

Pani Chalupka obliczyla najpierw wyrdzniki i przewodniki krzywych
typu Freya powigzanych z badanymi réwnaniami. Ponadto opisala pod-
stawowe wlasnodci 1 parametry reprezentacji absolutnej grupy Galois ciala
Q dzialajacej na module Tate’a odpowiedniej krzywej eliptycznej oraz repre-
zentacji stowarzyszonej z odpowiednio dobrang formg modularng. Konfron-
tacja tych wszystkich informacji, wspomagana komputerowo, prowadzi do
warunkow, na parametry wyjsciowcgo réwnania, ktére prowadza do sprzecz-
nosci.

Zaletg tych wynikéw jest pewnego rodzaju jednostajnosé nierozwigzal-
nosci — prototypem jest tutaj oryginalne réwnanie Fermata i teza, ze nie ma
ono rozwigzan "jednostajnie” dla wszystkich n > 2.

I tak np. w rozdziale 2 autorka udowodnila (migdzy innymi) nastepujace
twierdzenie (Twierdzenie 2.1):

Jesli C jest liczbg calkowity podzielng przez 3 wolng od trzecich poteg
oraz p jest liczbg pierwszq spelniajgcq p > rad((;')m“‘d(c)21 to réwnanie

zP +yP = C2°

nie posiada rozwigzan pierwotnych. Rezultaty tego rozdzialu zostaly opu-
blikowane w pracy (Kral].

Dokladne opisanie rodzaju osobliwosci dla liczb pierwszych p = 2,3
jest technicznie skomplikowane - autorka korzysta wielokrotnie z algorytmu
Tate’a oraz specjalnych wynikéw zawartych w tabelach pracy [Pap93].

W rozdziale 4 autorka zajmuje si¢ réownaniami typu

(z + y)(x* + Bay +y?) = DzP (1)

gdzie p > 7 jest liczba pierwsza, B € {0,1,3,4,5,6}, a D > 1 musi
mie¢ bardziej specjalng postaé¢. Te wyniki zostaly w czesci opublikowane
we wspdlnej pracy [DJK12]. Najciekawsze i najbardziej oryginalne wyniki

'rad(C) oznacza iloczyn réznych dzielnikéw pierwszych liczby C.
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doktorantka uzyskata w rozdzialach 5 i 6, wieniczacych dyscrtacje. Omé-
wie je dokladniej. W rozdziale 5 autorka przedstawila peilng klasyfika-
cj¢ krzywych eliptycznych E okreslonych nad Q o przewodniku N(E) €
{16q,48q,64q, 128q, 192q, 384q}, gdzie q jest liczba pierwsza, ktére maja
punkt wymierny rzedu 2. Okazuje si¢ (najkrocej rzecz ujmujac ), ze ¢ musi
spetniac jedno z 39 réwnan diofantycznych z parametrami, wéréd ktérych
jest zawsze ¢ (réwnania (28) do (66)). Jeszcze bardziej imponujace jest za-
stosowanie tej klasyfikacji w rozdzialc 6 do réwnania diofantycznego (1) dla
D postaci D = q%, przy czym q ¢ S. S oznacza tu zbiér tych liczb pierw-
szych g dla ktorych jedno z réwnan (28)-(66) ma rozwigzanie. Twierdzenie
6.1 méwi, ze S ma gestosé naturalng O w obrebie liczb pierwszych - jego
dowdd jest technicznie skomplikowany i réznorodny: wymaga zastosowania
réznorakich metod typu (A) i (B). Natomiast Twierdzenie 6.2 méwi, ze jesli
B€{0,1,4,6},9¢S,a>1,D =g oraz p jest liczba piecrwsza p > ¢! to
réwnanie (1) nic posiada nietrywialnego rozwigzania pierwotnego (z,¥, z),
gdzie z # 1.

Zestawiajac oba twierdzenia doktorantka otrzymuje Wniosck 6.3 w kto-
rym walor ”jednostajnosci” jest istotny:

Niech B € {0,1,4,6}. Dla liczby pierwszej q ze zbioru gestosci 1 w zbio-
rze liczb pierwszych, réwnanie (1) ma skoriczenie wiele rozwigzan (z,y, z, @, p),
gdzie x,y, z sq wzglednie pierwszymi, niezerowymi liczbami calkowitymi, za$
@ tp > 4 sq liczbami naturalnyma.

Sprawne i skuteczne stosowanie réznorakich metod badania réwnan dio-
fantycznych ((A), (B) i (C)) zasluguje na uznanie. Istotnym elementem
pracy jest zaprzegnigcie do obliczen pakietu obliczeniowego Magma. Nalezy
jednak podkredlié, ze to wspomaganie komputerowe nie daloby ciekawych
rezultatéw bez dobrych pomystéw formalnych, ktére rozsiane sa po calej
pracy. Doktorantka wielokrotnie wykazala si¢ doglebnym zrozumieniem i
bicglodcig w stosowaniu zaréwno najnowoczesniejszych metod algebraicznej
teorii liczb jak i jej bardziej klasycznych technik (np. aproksymacji diofan-
tycznych).

Oczywidcie jak kazdy autor, doktorantka nie ustrzegla si¢ drobnych ble-
déw i tak np. zakresy wyktadnikéw f2, f3 na stronie 10 s3 podane blednie.
W sformutowaniu twierdzenia 6.1 status mozliwego przewodnika 32q nie jest
dla mnic jasny. Tego typu drobne uchybienia nie wplywaja jednak na moja
wysoka oceng calej pracy doktorskicj. Nie mam watpliwosci, 7e pani Cha-
lupka jest $wictnie przygotowana do pracy badawczej w obszarze réwnan
diofantycznych. Przedstawiona przez nig dysertacja speinia wszystkie tra-
dycyjne i ustawowe wymogi dotyczace prac doktorskich. Dlatego wnosz¢ o
jej dopuszczenie do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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