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RECENZJA
rozprawy doktorskiej mgr Karoliny Chatupki
pt. Pewne réwnania diofantyczne typu Fermata i krzywe eliplyczne

1 Tresé rozprawy.

Rozprawa sktada sie 7 szesciu rozdziatléw oraz dodatku zawierajacego obliczenia nu-
meryczne. Opatrzona jest wstepem oraz spisem cytowanej literatury.

Rozdzial pierwszy to w wiekszosci przeglad znanych faktéw i definicji dotyczg-
cych krzywych eliptycznych (wyr6znik, przewodnik, redukcja, model minimalny itp.)
niezbednych do sformulowania wynikéw w rodziatach nastgpnych. Znajdujemy tam
informacje na temat form modularnych, zwigzanych z nimi reprentacji Galois oraz
funkeji L, a takze podstawowe fakty dotyczace aproksymacji diofantycznych. Celem
tego rozdziatu jest ulatwienie referencji oraz ustalenie symboliki i terminologii. W
przypadku klasycznych faktéw i definicji cytowane sg standardowe monografie, w
przypadku wynikéw bardziej specjalnych - prace oryginalne. Samodzielny wkiad au-
torki jest widoczny w paragrafach 1.1.3 oraz 1.3.5 gdzie wyznaczono explicite podsta-
wowe parametry krzywych eliptycznych specjalnego typu oraz odpowiadajacych im
reprezentacji Galois.

Wtasciwg tresé pracy stanowig rozdzialy 2--6. Rozwaza si¢ w nich réwnania dio-
fantyczne nastepujacych typow:

(i)
a’ + ¢%y" = C2°,

gdzie p i ¢ sg liczbami pierwszymi, natomiast a > 01 C # 0 - liczbami catkowi-
tymi (Rozdzial 2);




(ii)
(z+ Ay)(z + By)(z + Cy) = D27,

gdzie p jest liczhg pierwsza, A, B i C sg kolejnymi liczbami pierwszymi, a D
liczba catkowitg niepodzielng przez p-ta potege liczby pierwszej (Rozdziat 3);

(iii)
(z +y)(«* + Bxy +4*) = D27,

gdzie p > 7 jest liczg pierwsza, a B # 321D # 0 - liczbami catkowitymi
(Rozdzialy 4 i 6).

Udowodniono w nich, ze dla odpowiednich wartosci parametréw wspomniane réwna-
nia nie maja nietrywialnych rozwigzan pierwotnych lub ze rozwiazan tych jest ymato”.

Rozdzial 5 zawiera rezultaty pomocnicze dotyczace istnienia krzywych eliptycz-
nych o przewodnikach szczegélnej postaci. Zasadniczym wynikiem udowodnionym w
Rozdziale 6 jest stwierdzenie, ze zbiér liczb pierwszych g, dla ktérych istnicje krzy-
wa eliptyczna o przewodniku N = 2%, gdzied < a < 7Tlub N = 3. 2%q, gdzie
o € {4,6,7}, posiadajaca punkt wymierny rzedu 2, ma zerowg gesto$é w zbiorze
wszystkich liczb pierwszych.

2 Merytoryczna ocena rozprawy.

Nalezy zacza¢ od stwierdzenia, ze rozprawa doktorska mgr Karoliny Chatupki nawig-
zuje do klasycznych, a jednoczesnie bardzo aktualnych zgadnien teorii liczb. Dzieki
pracom wielu wybitnych matematykéw w tematyce tej osiggnieto w ostatnich dziesie-
cioleciach przetfomowe rezultaty z dowodem Wielkego Twierdzenia Fermata na czele.

Recenzowana rozprawa ma zaréwno silne jakistabe strony. Do tych pierwszych za-
liczam dobre opanowanie przez doktorantke techniki dowodowej, zrozumienie uzytych
tam metod, dobrg orientacje w literaturze przedmiotu oraz umiejetnogé wykorzysta-
nia ogélnych twierdzein w konkretnych sytuacjach. Godna podkreslenia jest réwniez,
umiejgtnoéé przeprowadzenia przez autorke obliczell numerycznych przy wykorzysta-
niu systemu Magma.

Sabg strong rozprawy jest ograniczona oryginalnosé wtasnych pomystéw dokto-
rantki. Jej wklad ogranicza sie w zasadzie do adaptacji metod i wynikéw innych
autoréw. Chodzi tu o ,dopasowanic” zalozeii o rozwazanych réwnaniach diofantycz-
nych w taki sposéb, aby mozna Jje bylo zastosowaé w rozwazanych przypadkach.
Na przyklad w dowodach Twierdzen 2.1 i 2.3 stosuje sie wyniki Bennetta-Vatsala-
Yazdani, Wilesa, Ribeta, Deligne’a, Martina, Krausa-Oesterlé, Halberstadta-Krausa
oraz Darmona-Merela. Autorka ogranicza si¢ do kompilacji tych glebokich wynikdw.
Dowéd Twierdzenia 3.2 polega na dosé elementarnej redukcji rozwazanego przez Au-
torke rownania (z+ Ay)(z+ By)(z+Cy) = z? do réwnaii rozpatrywanych przez Ribeta
oraz Darmona-Merela i skorzystania 7 ich wynikéw. Z podobng sytuacjg spotykamy
si¢ w dalszych czesciach rozprawy. Czytajac mozna czué pewien niedosyt brakiem na-
prawde glebokich i nowych rezultatéw dotyczacych np. reprezentacji Galois lub form
modularnych stowarzyszonych krzywymi eliptycznymi.




Dowody glownych twierdzen sg w istocie powtarzaniem w réznych wariantach sche-
matu prowadzacego do dowodu Wielkigo Twierdzenia Fermata: istnienie rozwigzania
rownania diofantycznego pewnego typu pozwala na zdefiniowanie krzywej eliptycznej
i co za tym idzie reprezentacji Galois i formy parabolicznej o niemozliwych do spetnie-
nia wlasnosdciach. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze wyjéciowe réwnanie nie moze
mie¢ rozwigzan. To pigkna i owocna idea. Jest wige naturalnym pytanie o granice sto-
sowalnosci tej metody. W tym sensie gléwne wyniki rozprawy wpisuja sie w aktualny
i wazny nurt badan. Sformulowane powyzej stowa krytyki nie przekreélajg wartodci
rozprawy, lecz plasuja ja na konkretnym poziome. Jest on w zupetosci wystarczajacy
dla pozytywnej oceny, ale nie pozwala na wyréznienie. Warto tutaj zauwazyé, ze roz-
prawa dotyczy zagadnien subtelnych i wysoce nietrywialnych, a dokonanie postepu
w lej dziedzinie polegajacego na opracowaniu istotnie nowych metod jest zadaniem
niezwykle trudnym.

Tak wigc mimo zatrzezen rozprawa robi pozytywne wrazenie, dowodzi dobrej orien-
tacji autorki w trudnej tematyce oraz jej umiejetnosci w prowadzeniu subtelnych rozu-
mowail. Nalezy przy tym podkresli¢, ze wspominane ,dopasowanie” zatozen nie byto
natychmiastowe, a takze wymagalo bieglodci w wykonywaniu obliczett numerycznych.

Redakcja pracy jest staranna 7 wyrazng dbalodcig o niezbedne szczegoéty. Na ogol
czytelnik jest umiejetnie prowadzony przez kolejne etapy rozumowan. W kilku wyste-
pujacych w rozprawie wyjatkach od tej reguty mozna z kontekstu odczytaé intencje
autorki i prawidtowo zinterpretowaé tekst pracy. Dla przykladu na stronie 80. czy-
tamy, ze wyktadnik rozwazanej w tym miejscu potegi dwdjki jest ograniczony przez
f(X). Moze to prowadzi¢ do nieporozumien, gdyz na poprzedniej stronie symbolem f
oznaczono forme¢ modularng stowarzyszong z rozpatrywanym réwnaniem, natomiast
- 1Zecz jasna — chodzi tu o funkcje f zdcefiniowang na stronie 63 (a wiec 17 stron
wczesniej w poprzednim rozdziale). Sformutowania twierdzei sg jasne i nie budzg za-
strzezen. Ale i tu mozna mieé pewne uwagi. Dla przyktadu, w tezie Twierdzenia 6.1
mowi sig, ze zbidr S ma zerowa gestos¢ w zbiorze liczb pierwszych. Jednak przytoczo-
ny dowdd daje znacznie silniejsze stwierdzenie, a mianowicie, ze liczba liczb zbioru S
nieprzekraczajacych z jest dla duzych z rzedu O(y/z log? z). Tak wiec bez zadnych
zmian w dowodzie mozna, tez¢ Twierdzenia 6.1 wzmocnié zastepujac o(m(X)) przez
O(y/zlog® z). Nieznacznie modyfikujac dowéd (nie rezygnujac z zalozenia pierwszo-
Sci g 1 stosujac klasyczne oszacowania sitowe) mozna oszacowanie jeszcze bardziej
wzmocni¢ pozbywajac sie jednego czynnika logarytmicznego. Sg to uwagi dotyczace
redakcji pracy nie wplwajace na jej poprawno$é merytoryczng.

3 Konkluzja.

Biorac po uwage przytoczone wyzej argumenty oraz wazac silne i stabe strony rozpra-
wy doktorskiej Pani magister Karoliny Chatupki stwierdzam, ze spetnia ona meryto-
ryczne i zwyczajowe kryteria stawiane rozprawom na stopienn doktora nauk matema-
tycznych w zakresie matematyki i w zwigzku z tym wnosze o dopuszczenie doktorantki
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.




