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Rozprawa ta zostata napisana pod kierunkiem dr hab. Prof. US Piotra Krasonia i
nosi tytut:
Przeszkody do dziatania zasady lokalno-globalnej
w grupach Mordella-Weila
Celem rozprawy jest studiowanie warunku dostatecznego dla obowigzywania zasady
lokalno-globalnej dla pewnej podkategorii t-modutéw Andersona sktadajacej sie z t-
modutdw bedacych produktami modutéw Drinfelda.

Rozprawa ta wpisuje sie w wiekszy program badan prowadzonych gtéwnie
przez G. Banaszaka i P. Krasonia oraz ich studentdw, polegajacy na studiowaniu
zasady lokalno- globalnej w rozmaitych kategoriach algebraicznych, obejmujgcych
rozmaitosci abelowe nad réznymi ciatami (Banaszak-Krasor, Rzonsowski) oraz
rozmaitosci semiabelowe (Blinkiewicz). W sktad zasady lokalno-globalnej wchadzi
Problem nosnika oraz Problem liniowej zaleznosci w grupach Mordella-Weila.
Problem badania liniowej zaleznosci dla rozmaitosci abelowych zostat sformutowany
w roku 2002 przez Gajde.

Niech A bedzie rozmaitoscig abelowg nad ciatem F. Niech P bedzie punktem
w grupie Mordella-Weila A(F) oraz A bedzie podgrupa grupy A(F). Zatézmy, ze
dla prawie wszystkich ideatéw pierwszych v w Oy mamy r,(P) € 1,(A).

Czy implikujeto P € A? (Skrét r,(—) oznacza standardowg redukcje).

Zacznijmy od definicji modutow Drinfelda, ktdre sg gtdéwnym przedmiotem te;
rozprawy. Wymaga to wprowadzenia pewnych oznaczen.

Niech [, bedzie skoficzonym ciatem o q = p™ elementach, F ciatem o
stopniu przestepnosci 1 nad F, i A=TF,[t].Niech K bedzie skonczenie
generowanym ciatem nad [F,. Piersciert [F_-liniowych endomorfizmdéw End,pﬂ((ﬁa‘,{)

addytywnej grupy algebraicznejnad K jest pierscieniem K{r}. Endomorfizm t
odpowiada u — u? zrelacja tu=uvr, u € K.



Ciato K wrazzhomomorfizmem (: A — K nazywamy A-ciatem. Jadro ¢
jest ideatem pierwszym P, ktdry nazywamy charakterystykg A-ciata K. Jesli
P =0, tomowimy, ze K ma charakterystyke generyczna, agdy P # 0, K ma
charakterystyke skonczong.

Niech f(7) = ¥, a;t" i zdefiniujmy D : K{r} — K,D(f) = a,. Jestto
homomorfizm [F,-algebr.

Niech ¢ : A K{7} bedzie homomorfizmem [ -algebr. Wowczas ¢
nazywamy modutem Drinfelda nad K, gdy:

1. Do =1,
2. Istnieje a € A takie, z2e ¢, = ¢(a) # 1(a)7°.

Niech ¢,1 bedg dwoma modutami Drinfelda nad K. Morfizmemz ¢ do
nazywamy wielomian f € K{t} taki, 2e f¢, = Y,f dlakazdego a € A. Niezerowy
morfizm nazywamy izogenia.

Moduty Drinfelda tworzg interesujgcg kategorie, ktdra jest wszechstronnie
badana we wspotczesnej algebraicznej geometrii arytmetyczne;.

Modut Tate’a dla krzywych eliptycznych i rozmaitosci abelowych odzwierciedla
wiasnosci arytmetyczne tych obiektdw. Podobnie jest dla modutéw Drinfelda.

Niech ¢ bedzie modutem Drinfelda zdefiniowanym nad ciatem F, L -
rozszerzeniem F . Wowczas L jest A-modutem poprzez dziatanie ¢. Nazywamy go
grupq Mordella-Weila i oznaczamy ¢(L).

W przypadku modutdw Drinfelda klasyczne twierdzenie Mordella-Weila dla
rozmaitosci abelowych nie zachodzi, za to zachodzi nieco stabsza wtasnoéé.

Niech A bedzie pierécieniem, M A-modutem. Méwimy, ze M jest fagodnym
A-modutem, gdy kazdy jego podmodut skoriczonej rangi jest skoriczenie generowany
jako A-modut. Udowodniono, ze

¢(L) jesttagodnym A-modutem.
Jako wniosek otrzymujemy:

A-modut ¢(L) jest sumg prostq swojego modutu torsyjnego, ktory jest
skoriczony i wolnego A-modutu rangi X,.

Gtowng inspiracja tego doktoratu jest praca Banaszaka-Krasonia ([BK11] -
uzywam numeracji prac z rozprawy) o arytmetyce w klasycznych grupach Mordella-
Weila dla rozmaitosci abelowych. Powyiszy fakt pokazuje, ze sytuacja w [BK11] jest
istotnie r6zna od przypadku modutow Drinfelda. Gtéwnym celem doktoratu byto
uzycie i wypracowanie odpowiednich technik do zasady lokalno-globalnej w grupach



Mordella-Weila modutdw Drinfelda. Uwazam, ze bazujgc na adekwatnej literaturze
i wiasnej inwencji, doktorant osiggnat ten cel. Gtowny rezultat rozprawy (Twierdzenie
5.1) orzeka:

Niech ¢ = d)f‘ X ... X ¢f‘ bedzie t-modutem, gdzie ¢;,1 <i <t sqgparami
nieizogenicznymi modutami Drinfelda zdefiniowanymi nad Oy izatézmy, ze
End(¢;) = A. Niech N; c ¢;(Oy) bedzie skoriczenie generowanym A-modutem
grupy Mordella-Weila, A ¢ N = N x ...x N A-podmodutem. Zatozmy, ze

d; = rank(¢;) > e; dla kazdego 1 <i <'t. Niech P € N. Zatézmy, 7e dla prawie
wszystkich P € Spec(A) mamy redp(P) € redp(A). Wtedy P € A+ N,,, .

Jest to zasada lokalno-globalna w teorii modutdw Drinfelda. (Dla A-modutu
Drinfelda nad K, ktadziemy u4(a) = —deg,¢,(7). Istnieje wéwczas liczba d > 0
taka, ze py(a) = —d deg(a) . Nazywamy jg rangqg ¢ ). Skrét redp(—) oznacza
standardowa redukcje.

Chaciaz schemat dowodu Twierdzenia 5.1 jest taki sam jak w pracach o
rozmaitosciach abelowych, to nalezy podkresli¢ zasadnicze rdznice pomiedzy sytuacja
dla rozmaitosci abelowych, a rozpatrywang przez autora podkategorig t-modutéw.

Wymienmy dwie rdznice. Kategoria modutéw Drinfelda nie jest pdtprosta.
Dlatego autor rozwaza podkategorie t-modutdw sktadajgcy sie z tych t-modutdw,
ktore sg produktami modutow Drinfelda. Grupa Maordella-Weila modutu Drinfelda nie
jest skoniczenie generowana, dlatego w Twierdzeniu 5.1 rozpatruje sie skoriczenie
generowane A-podmoduty N; odpowiednich grup Mordella-Weila. Rozumowanie
autora wtasciwie uwydatnia te rdznice.

Chociaz sformutowanie gtéwnego twierdzenia jest podobne do tego w [BK11],
to dowad uzywa innych narzedzi. Wazne techniczne Twierdzenie 4.2 o gestosci
stosuje metode Ribeta-Bashmakowa udowodniong niedawno dla modutdw Drinfelda
przez Haberliego i Pinka. W dowodzie gtéwnego twierdzenia uzywa sie faktu, ze obraz
odpowiedniej reprezentacji £ - adycznej jest otwarty w topologii £ - adyczne;j.

W dalszej czesci rozprawy doktorant uogdlnia kontrprzyktad Jossena-Perucci
dla zasady lokalno-globalnej dla rozmaitosci abelowych do t-modutdw.

Pod koniec rozprawy, autor nawigzuje do dynamicznej zasady lokalno-
globalnej, studiowanej w niedawnych pracach Baranczuka. Jestem wdzieczny temu
matematykowi za szereg informacji o tej tematyce w arytmetycznej geometrii
algebraicznej.



| tak przypomnijmy, ze jezeli mamy przestrzen z ustalonymi endomorfizmami,
to gdy mowimy o dynamice tej przestrzeni, to oznacza to, ze nie badamy po prostu
punktow tej przestrzeni, ale orbity punktéow wzgledem endomorfizmaow; dla
ustalonego punktu P przestrzenii ustalonego endomorfizmu f definiujemy orbite
jako zhidr

{p J@)LF(FP).f (f'(f‘(P))) }

W zaleznosci od kontekstu réznie wybiera sie endomorfizmy, jezeli np. méwimy o
dynamice arytmetycznej ciata liczb wymiernych, to iterujagcymi odwzorowaniami
bedg wielomiany czy ogdlniej funkcje wymierne. Mozna tez bada¢ ciggi definiowane
rekurencyjnie.

W cytowanej przez doktoranta pracy Barariczuk badat dynamiczne uogdinienie
problemu znalezienia liniowej zaleznosci. W aoryginalnym problemie mamy:

G - grupe Mordella-Weila rozmaitosci abelowej nad ciatem liczbowym:;
P - punkt w grupie G;
L - podgrupe grupy G
| pytamy, czy jezeli prawie wszedzie lokalnie (czyli modulo prawie wszystkie ideaty
pierwsze) zachodzi warunek
,punkt P nalezy do podgrupy L”,
to czy zachodzi on globalnie?

Baranczuk zastepuje punkty orbitami punktow wzgledem endomoarfizmow. Aby
metody, ktérych uzywa dziataty w przypadku rozmaitosci abelowych, musi zatozyé, ze
pierscien endomorfizmoéw jest rowny Z, czyli endomorfizm to po prostu
odwzorowanie mnozenia przez ustalong liczbe catkowitg. Pyta on o zasade lokalno-
globalng dla warunku

,0orbita ma punkt wspadlny z podgrupg L".

Inspirujgc sie pracami Baranczuka [B17], [Bal7], doktorant w twierdzeniach 6.3
i 6.4 dowodzi analogicznych dynamicznych twierdzer dla grup Mordella-Weila
modutow Drinfelda.

PrzejdZzmy do podsumowan.

Autor rozprawy otrzymat szereg wartosciowych rezultatow na temat zasady lokalno-
globalnej dla modutéw Drinfelda. Sg to gtowne Tw.5.1, Tw.4.2, Tw.4.3, Tw.5.2,
Tw.6.3, Tw.6.4. Choc inspirowat sie on wynikami takich matematykow jak Schinzel,
Banaszak — Krason, Banaszak — Gajda — Krason, Gajda — Gdrnisiewicz, Jossen —
Peruccia, Blinkiewicz, Baranczuk, by wymienic tylko kilku, to umiejetnie wykorzystat



rezultaty o modutach Drinfelda uzyskane przez Haberliego, Pinka, Poonena i innych w
swojej dysertacji. Ze swojej strony dodat duzo pomystowych rozwazan
matematycznych swiadczacych o jego talencie.

Rozprawa jest zredagowana bardzo starannie (znalaztem tylko kilka drobnych
usterek interpunkcyjnych i gramatycznych, ktdre nie sg warte tu wzmianki). Ale co
wazniejsze 2zawiera ona kompetentne wprowadzenie w swojg tematyke, cytujac
najistotniejsze twierdzenia uzyskane przez poprzednikdw. Obok wczesniej
wymienionych pionierow tej dziedziny wymierimy takze Li, ktdra uzyskata znaczace
rezultaty o modutach Drinfelda.

Uwazam, ze rozprawa doktorska Pana magistra Bondarewicza spetnia
ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane tego typu rozprawie i wnosze o

dopuszczenie jej autara do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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