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Opinia o rozprawie doktorskiej mgra A. Kowalskiego

Magr. A. Kowalski przedstawit rozprawe doktorska pt. ,,Wzrost meromorficznych powierzchni
minimalnych 1 krzywych calkowitych” napisang pod opiekg prof. dr hab. Iwana Marczenki
(promotor gldwny) oraz dr Ewy Ciechanowicz (promotor pomocniczy) w Instytucie Matematyki
Uniwersytetu Szczecifskiego,

Praca jest w dziedzinie analizy zespolonej, teorii Nevanlinny 1 jej uogdlnien oraz zastosowan
geometrii rozniczkowej. Teoria Nevanlinny powstala w latach dwudziestych ubieglego wieku w
pracach stynnego finskiego matematyka Rolfa Nevanlinny oraz jest obecnie rozwijana w licznych
o$rodkach naukowych na $wiecie, miedzy innymi w Finlandii, Anglii, Ameryce, Japonii,
Niemczech. Teoria Nevanlinny jest bardzo waznym dzialem analizy zespolonej, ktory analizuje
zachowanie funkcji meromorficznych. Teoria Petrenki jest uogdlnieniem teorii Nevanlinny dla innej
metryki w definicji podstawowej funkcji $redniego przyblizenia m(xa,f) funkcji meromorficznej f
do punktu ¢ na okregu o promieniu » W teorii Petrenki wprowadzone sg rézne nowe pojgcia, na
przyktad zamiast defektu Nevanlinny jest odchylenie Petrenki itd. Wazne sg rézne oszacowania
odchylenia oraz badania dokladnosci tych oszacowan. Przez lata teoria Nevanlinny rozwijata si¢ w
réznych kierunkach, migdzy innymi w kierunku geometrii rdzniczkowej oraz w kierunku krzywych
catkowitych oraz funkcji algebroidalnych (ktore sg rozwigzaniami réwnan algebraicznych).
Beckenbach oraz inni wprowadzili oraz zacz¢li badaé meromorficzne powierzchnie minimalne
(m.p.m.). Warunkiem koniecznym 1 wystarczajgcym na fo aby powierzchnia zadana we
wspolrzednych izotermicznych byla minimalna jest, aby jej wszystkie funkcje wspélrzedne byly
funkcjami harmonicznymi. Mozna dalej zdefiniowac pojecia punktu osobliwego oraz m.p.m. Teoria
dystrybucji krzywych calkowitych zaczela si¢ rozwijaC w pracach Cartana, Weyla, Ahlforsa.
Krzywa calkowita to wecktor zalezny od zmiennej zespolonej w ktérym wszystkie funkcje sg
funkcjami catkowitymi bez wspolnych zer. Badajgc funkcje algebroidalne mozna postugiwac sig
pojeciem krzywej catkowitej, w ktédrym wspdlczynniki wielomianu, ktoéry zadaje funkcje

algebroidalng, tworza wektor w definicji krzywej calkowitej. Teoria Petrenki moze tez byé




zastosowana do teorii m.p.m., kizywych calkowitych oraz funkcji algebroidalnych. Gléwne
rezultaty doktoranta rozwijajg wiasnie to podejécie.

Dolktorant jest autorem czterech publikacji wspotautorskich (razem z glownym promotorem),
opublikowanych w dobrych oraz bardzo dobrych punktowanych oraz recenzowanych czasopismach

matematycznych, zaréwno polskich jak i zagraniczaych:

(1) A. Kowalski, I 1. Marchenko, On the maximum points and deviations of meromorphic
minimal surfaces, Maremarmani Cryaii (Matematychni Studii) 46 (2) (2016), 137-151.

(2) A. Kowalski, 1. Marchenko, On deviations and spreads of entire curves, Annales Polonici
Mathematici 123 (2019), 345-368.

(3) A. Kowalski, I. Marchenko, On deviations and spreads of meromorphic minimal
surfaces, Osaka J. Math. 57 (2020), 85-101.

(4) A. Kowalski, 1. Marchenko, On deviations and maximum points of algebroid functions

of finite lower order, Kodai Math. J. 44 (2021), 47-68.

Rozprawa doktorska sktada si¢ 7 trzech gtownych rozdzialow, wstepu oraz literatury (prawie
70 artykutéw naukowych oraz ksigzek). Praca liczy prawie 100 stron. W pierwszym rozdziale mgr
Kowalski przedstawia podstawowe pojecia 1 twierdzenia teorii Nevanlinny oraz uogdélnienia tej
teorii dia meromorficznych powierzchni minimalnych, krzywych calkowitych oraz funkcji
algebroidalnych. Ten rozdzial ma charakter wstepny oraz poglagdowy. Kolejne rozdzialy zawierajg
nowe rezultaty otrzymane przez doktoranta i sg oparte na opublikowanych pracach wymienionych
powyzej (1)-(4). W szczegdlnodcei, drugi rozdzial przedstawia nowe rezultaty dotyczgce wzrostu
meromorficznych powierzchni minimalaych, ich szczegdtowe dowody oraz przyklady pokazujace
ze niektére nierdwno$ci/oszacowania sg doldadne. Trzeci rozdzial przedstawia nowe rezultaty
dotyczace  wzrostu krzywych calkowitych oraz funkcji algebroidainych, ich dowody oraz
niezbedne przyklady. Praca doktorska jest napisana bardzo starannie, z troska o maksymalng
czytelnod¢, matematyczng poprawno$é oraz $cisto$é. Praca praktycznie nie zawiera literowel.
Dowody sg bardzo techniczne w dobrym sensie tego stowa (to dotyczy wszystkich prac zwigzanych
z teorig Nevanlinny), praca zawiera sporo roézaych oszacowafl, uzywa réZznorodnych i
skomplikowanych metod analizy zespolonej oraz matematyczne;.

Rozdzial drugi zawiera sze§¢ nowych twierdzen dotyczacych teorii wzrostu m.p.m.
skonczonego dolnego rzedu, wnioski z tych twierdzefi oraz réznorodne twierdzenia/lematy
pomocnicze. Wszystkie twierdzenia podajg oszacowania odchylenia oraz innych wielkodci
wprowadzonych dla mp.m. (oszacowanie wielkoSci odchylenia, oszacowanie gestosci

logarytmiczne] zbioréw, oszacowanie sumy odchylet, oszacowanie rozpigtosci). Niezbedne




przyklady, dla ktorych zachodzg rdéwnosci w oszacowaniach sg réwniez podane. Te przykiady
pokazujg doktadnos¢ oszacowan 1 sg bardzo wazne. Cheiatabym podkreslic, ze przyktady sa bardzo
nietrywialne, sg skonstruowane za pomocg funkcji specjalnych, na przykiad funkcji Mittag-Lefflera
ktora stanowi uogdlnicnic funkcji wyktadniczej albo funkcji Goldberga-Ostrovskicgo zadanej przez
iloczyn nieskonczony.

Rozdziat trzeci jest poswiccony krzywym catkowitym oraz funkcjom algebroidalnym.
Zostato wprowadzone pojecie rozdzielonych punktéw maksimum dla krzywych catkowitych oraz
funkcji algebroidalnych skoficzonego dolnego rzedu oraz udowodnione zostaly cztery podstawowe
twierdzenia z réznymi oszacowaniami rozpigtodci oraz innych wielko$ci krzywej catkowitej oraz
kilka wnioskow z tych twierdzen (oszacowanie wielkosci odchylenia oraz rozpigtosci krzywych
calkowitych, oszacowanic ggstodci logarytmicznej zbioréw). Liczne twierdzenia/lematy
pomocnicze sg udowodnione. Podane sg réwniez przyktady (zawierajace jak 1 poprzednio w drugim
rozdziale funkcje specjalne) pokazujgce dokladnodei nicktorych oszacowar.

Rozprawa $wiadczy o duzej oraz zaawansowanej wiedzy doktoranta w zakresie
réznorodnych i skomplikowanych metod teorii Nevanlinny oraz jej zastosowan do geometrii
rézniczkowej oraz teorii funkcji specjalnych. Dobrze napisany pierwszy rozdziat §wiadezy o tym
ze mgr A. Kowalski dobrze si¢ orientuje w literaturze dotyczacej zblizonych zagadnien. Wszystkie
twierdzenia oraz dowody sg opatrzone komentarzem lub odniesieniem do odpowiedniej literatury,

co $wiadcezy o bardzo wysokicj kulturze matematyczne;.

Konkluzja. Dysertacja mgra Kowalskiego ma zdecydowanie charakter pracy badawczej
zawierajgcej wyniki oryginalne oraz wartosciowe. Sg one dobrze umotywowane, dobrze wpisujg si¢
w tematyke badaf podejmowanych w wielu oérodkach naukowych. Redakcja dysertacji jest na
wysokim poziomie. Autor formuluje oraz kompletnic rozwigzuje oryginalne problemy naukowe,
tym samym wnoszgc istotny wklad do rozwoju analizy zespolonej. Doktorant wykazuje dogtgbne
opanowanie réznorodnych metod analizy matematycznej, analizy zespolonej, teorii Nevalinny oraz
jej uogblnien oraz zastosowan w geometrii rézniczkowej. Otizymane rezultaty sg nowe, tworza
spojng tematyczng cato$é. Moja calosciowa ocena rozprawy jest jednoznacznie pozytywna.
Uwazam, ze rozprawa mgr. Kowalskiego jest bardzo dobra, solidna, w pehi spelnia wszystkie
wymagania ustawowe w dyscyplinie Matematyka. Moim zdaniem uzycie bardzo wyrafinowanych
metod w dowodach oraz przyktadach musi by¢ wyrdznione, wigc popieram nie tylko dopuszczenie

mgra Kowalskiego do nastgpnych etapdéw przewodu doktorskiego, ale réwniez wyrdznienic tej

roZprawy. 2
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